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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ

Автор этой книги, д-р Аренс, приобрёл в Германии 

заслуженную известность своими исследованиями в 

области математических игр; ему принадлежит обшир-

ный двухтомный труд «Математические развлечения и 

игры», в котором область эта разработана с исчерпы-

вающей полнотой и строгой научностью1. Предлагае-

мая книга под сходным заглавием, принадлежа перу 

выдающегося знатока предмета, не имеет, однако, цель 

строго математической разработки рассматриваемых 

ею вопросов. Её задача — дать читателю приятное, за-

нимательное чтение из области математических игр; 

соответственно этому, теория игр разбирается в ней по 

возможности общедоступно, без углубления в область 

отвлечённых обоснований.

Настоящий перевод, весьма тщательно и продуман-

но выполненный Б.Д. Каминским, сделан с 4-го немец-

кого издания, значительно переработанного по сравне-

нию с предшествовавшими. Переработка подлинника 

состояла в исключении из книги тех глав и мест, чтение 

1 Тому же автору принадлежат, сверх того, следующие более 
мелкие сочинения: «Старое и новое из области занимательной ма-
тематики» (1918), «Забава и дело в математике» (1919) и «Анекдоты 
о математиках».



которых могло бы затруднять читателя-нематематика1, 

в соответствующем изменении общего характера изло-

жения, в пополнении текста новым, более живым ма-

териалом и в значительном увели чении числа иллю-

страций (до 78). Особенно занимательно и свежо 

написана отсутствовавшая в прежних изданиях глава о 

математических софизмах, весьма поучительная для чи-

тателей с первоначальной подготовкой из алгебры и 

геометрии.

Во многих местах книги автором предлагаются лёг-

кие упражнения с целью дать читателю возможность 

убедиться в правильном усвоении изложенного и по-

мочь самостоятельно разобраться в новом вопросе. За-

дачи весьма несложны, и решение их не может затруд-

нить внимательного читателя. В конце книги приведены 

ответы и необходимые указания.

При сравнительно небольшом объёме эта книга, 

благодаря мастерскому изложению, вмещает довольно 

значительный материал, охватывая всё то из области 

«классических» математических игр, что может быть 

предложено широкому кругу читателей. В качестве 

приятного и поучительного чтения, изощряющего гиб-

кость ума, приучающего к сосредоточенной работе 

мысли ради систематических поисков решения и, сле-

довательно, хорошо подготавливающего к более серь-

ёзным научным занятиям, настоящая книга германско-

го математика принесёт несомненную пользу нашей 

любознательной молодёжи.

Я. Перельман

1 Русский переводчик, со своей стороны, также удалил ряд 
длиннот в тексте и упростил изложение некоторых мест.
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ВВЕДЕНИЕ

Под игрой мы понимаем занятие, не преследующее 

определённой практической цели, но служащее для 

нашего удовольствия, развлечения, вообще — прият-

ного препровождения времени; мы говорим об игре 

детей, игре музыканта, игре в театре и т. д. Тому, что 

игра имеет большое образовательное значение, наше 

определение нисколько не противоречит; больше того: 

в известном смысле даже науку называют иногда иг-

рой.

Предлагаемая книга содержит одни лишь игры, при-

чём предполагается, что читатель может играть и один. 

Правда, часть из них, при практическом осуществле-

нии, требует участия по крайней мере ещё одного лица, 

так что некоторые игры приобретают характер состяза-

ния, но это вовсе не является обязательным.

Если сам играющий, приступая к играм, и не пре-

следует определённой цели, то многие игры, в том 

числе и предлагаемые нами, в конце концов преследу-

ют некоторую цель. Достижение этой цели в одних 

играх, главным образом основанных на «счастье», за-

висит исключительно от случая, в других — от навыка 

и умственной деятельности. Во многих играх (билли-

ард) достигаемый результат зависит от всех указанных 
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факторов, причём, в зависимости от обстоятельств, 

один из них получает преобладание над другим.

Математической игрой называют такую, которая в 

своём процессе требует умственной деятельности и 

применения методов и умозаключений, употребляе-

мых в математике. Математический характер игры бу-

дет тем полнее, чем больше преобладают в ней мате-

матические рассуждения и правила. В математическом 

обосновании игры, как и в самой математике, техни-

ческий язык, в виде знаков и формул, не является та-

кой частью, без которой нельзя обойтись. Эти знаки и 

формулы созданы лишь для экономии мысли и потому 

безусловно необходимы человеческому уму для слож-

ных вопросов, встречающихся в математических дис-

циплинах. Ограниченному человеческому уму часто 

бывает даже трудно проникнуть в скрытые истины той 

или иной дисциплины без помощи духовных косты-

лей — формул и знаков. Более того: удачный выбор 

внешних знаков иногда является решающим для даль-

нейшего развития какой-либо математической дис-

циплины. Но для разбираемых в этой книге игр мы 

можем, без ущерба, не пользоваться символическим 

языком математики; исключением является лишь по-

следняя глава, занимающая в этой книге особое по-

ложение.

Сущность математической игры легче всего выяс-

няется на примере. Возьмём игру «Ним», описывае-

мую нами в главе VI. Эта простая игра имеет и срав-

нительно простую теорию, которую можно изложить, 

не пользуясь математическими символами, хотя тео-

рия эта носит чисто математический характер. Эта же 

теория показывает, что существует способ, наверняка 

ведущий к выигрышу; причём начинающий игру пер-

вым же ходом может обеспечить себе победу. Знание 

одним игроком этой теории даёт ему такое превосход-

ство перед своим, хотя бы опытным противником, какое 
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имеет европейское войско, вооружённое по последнему 

слову техники, перед толпой дикарей, вооружённой лу-

ками и стрелами. Если оба игрока знают математиче-

скую теорию игры и играют безошибочно, то исход 

игры зависит лишь от начального положения, и тем 

самым она приобретает уже характер игры на «сча-

стье»; самый же процесс в данном случае для них со-

вершенно не интересен, потому что по начальному 

положению они могут заранее определить, кто из них 

выиграет. В качестве игры «Ним» может прельщать 

нас лишь до тех пор, пока мы не знаем её математи-

ческой теории; но интерес, который она вызывает, за-

ключается именно в её остроумной математической 

теории.

Следует заметить, что с математической точки зре-

ния наибольший интерес представляют задачи сравни-

тельно несложные. Для сложных игр, среди которых, 

по своему образовательному значению, первое место 

занимает шахматная игра, трудно, да едва ли и воз-

можно, найти исчерпывающую теорию, охватываю-

щую все частные случаи, теорию, которая для каждой 

мыслимой позиции дала бы возможность найти абсо-

лютно лучший ход и выиграть начинающему или, ещё 

лучше, при безошибочной игре обоих игроков, сыграть 

вничью. Неоднократные попытки применить матема-

тику к изучению шахматной игры не увенчались успе-

хом, да вряд ли это и возможно, поскольку в понятие 

«теория» мы вкладываем данное выше определение. 

В самом деле: что следует вообще понимать под ма-

тематическим обоснованием шахматной игры? Мате-

матическая теория шахматной игры должна была бы 

отличаться от обычной тем, что, при данном располо-

жении шахмат, в круг её рассмотрения должны были 

включаться все ходы, возможные при этом положении; 

но это выходит за пределы осуществимого. Достаточ-

но, например, указать, что число всех возможных по-
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ложений после первых двух ходов, сделанных обеими 

сторонами, превосходит 70 000; в это число входят, 

конечно, как правильные, так и относительно не-

правильные комбинации. Поэтому понятно, что нам 

кажется невозможным (хотя бы в этом случае) достиг-

нуть исчерпывающего решения или какого-либо зна-

чительного упрощения посредством математических 

методов. Если же простые и очевидные ходы шахмат-

ных фигур, шах и т. д. заменить сложными формулами 

и действиями над ними, то, пожалуй, окажется прав 

Шопенгауэр, сказавший, что математик подобен здо-

ровому человеку, отрубившему себе ноги и заменивше-

му их деревянными, — фразу, объясняемую враждеб-

ностью Шопенгауэра к математике и непониманием 

её. Вполне исчерпывающее рассмотрение всех возмож-

ных комбинаций для искусного шахматного игрока 

было бы бесцельной тратой времени и сил, тем более 

что его опытный взгляд сразу отбрасывает ошибочные 

или не имеющие значения ходы и сосредоточивает всё 

своё внимание на тех, которые кажутся ему наиболее 

целесообразными и могущими привести к более важ-

ным последствиям. Искусный шахматист подобен пу-

тешественнику, попавшему в незнакомый большой 

город, который, для ознакомления с ним, ограничива-

ется осмотром главных улиц и наиболее выдающихся 

достопримечательностей; между тем другой решает не 

оставлять города до тех пор, пока не ознакомится со 

всеми улицами и не осмотрит всех домов. При таком 

внимательном осмотре он, может быть, увидит такие 

достопримечательности, которые первый не успел за-

метить, но часто будет попадать в тупые переулки и 

затратит много времени, а может, застрянет в городе 

и навсегда. Таким образом, шахматная игра, несмотря 

на то что в ней случай и проворство рук не играют 

роли, является игрой, правда, умственной, чисто ло-

гической, но вовсе не математической. Шахматная 



игра потому и привлекает до сих пор внимание мно-

гих, что, несмотря на многолетнюю давность, она 

всё же сохранила свою юношескую свежесть благодаря 

бесчисленному множеству комбинаций, которые не 

поддаются исчерпывающему обоснованию.

Примером игры на шахматной доске, имеющей за-

конченную теорию, может служить игра, известная под 

названием «Волк и овцы». Для этой, несравненно более 

простой и значительно менее интересной игры можно 

разобрать все случаи, которые могут представиться; 

причём игрок, который ведёт фигуры, обозначающие 

овец, должен непременно выиграть. Доказательство со-

стоит в составлении списка, исчерпывающего все слу-

чаи, и в расположении их в известном порядке, так что 

для каждого из них можно сразу указать правильные 

ходы. С математической точки зрения, эта игра, впро-

чем, не представляет интереса, так как здесь не при-

ходится применять чисто математические приёмы; ме-

тоды её обоснования походят более на статистические, 

чем на математические.
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Глава I

ПРЫГАНЬЕ ВЗАПУСКИ

Начнём со следующей, весьма простой игры. Лицо А 

называет какое-нибудь число, не превышающее 10; его 

партнёр В называет большее число, отличающееся от 

первого не менее чем на 1, но не более чем на 10. За-

тем А снова называет число, которое превышает вто-

рое не менее чем на 1 и не более чем на 10 и т. д. Вы-

игравшим считается тот, кто первый назовёт число 

100. Всегда ли это возможно и если возможно, то кто 

выигрывает и каким образом?

Нагляднее игру эту можно представить следующим об-

разом. Два мальчика А и В, каждый из которых может 

прыгнуть на расстояние не свыше 10 футов1, сговорились 

поочерёдными прыжками пройти путь в 100 футов, со-

блюдая следующие условия: каждый прыжок не может 

быть меньше 1 фута; мальчик А начинает игру; В прыгает 

с того места, на которое прыгнул А; последний прыгает с 

того места, куда попал В, и т. д. Если при этом пройден-

ное в один прыжок расстояние составляет дробное число 

футов, то вместо него берётся ближайшее меньшее целое 

число (например, вместо 53/
4
 берётся 5 футов). Выиграв-

шим считается тот, кто первый достигнет конца пути.

После нескольких попыток играющие заметят, что 

выигрывает всегда тот, кто первый очутится на 89-м футе 

1 1 фут — 30,48 см. (Примеч. ред.)
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(рис. 1). Действительно, если, например, А достигнет 

89-го фута, то расстояние, отделяющее его противни-

ка В от конечной цели, превосходит величину наиболь-

шего прыжка (10 футов) на 1 фут. Поэтому В не может 

очередным прыжком достигнуть цели; с другой же сто-

роны, по правилам игры он обязан прыгнуть не меньше 

чем на 1 фут. Он может попасть на 90-й, 91-й, 92-й или, 

в крайнем случае, на 99-й фут, но каждый раз А имеет 

возможность одним прыжком попасть на 100-й фут.

Но если достижение 89-го фута обеспечивает выиг-

рыш, то на 89-й фут попадет, очевидно, тот, кто рань-

ше достигнет 78-го. Таким же образом, на 78-й попа-

дает достигший 67-го и т. д. Получаем ряд чисел: 100, 

89, 78, 67 … 34, 23, 12 и, наконец, 1. На эти-то числа, 

разделённые промежутком в 11, должен становиться 

желающий выиграть. Значит, выиграть возможно и 

выигрывает тот, кто начинает игру. В первый прыжок 

он должен пройти 1 фут, в следующий — попасть на 

12-й, затем на 23-й, 34-й … 78-й, 89-й и, наконец, на 

100-й.

Очевидно, игра эта может быть видоизменена: мож-

но, например, взять иную длину пути или же иные 

численные значения для максимальных и минималь-

ных прыжков. Числа, на которые должен становиться 

выигрывающий, отделены друг от друга промежутком, 

равным сумме чисел, выражающих максимальный и 

минимальный прыжок (в нашем случае 10 + 1 = 11). 

Если длина пути случайно окажется кратным упомя-

нутого промежутка, то выигрыш будет обеспечен уже 

не за первым (А), а за вторым (B) игроком. Например, 

если длина пути равна 99 футам, а остальные условия 

10089780

Рис. 1



прежние, то, как бы А ни начал, B первым прыжком 

может попасть на 11; вторым на 22… девятым на 99 и, 

следовательно, должен выиграть.

Вопрос 1. Длина пути равна 200 футам; остальные 

условия прежние. А ошибочно рассчитал, что для вы-

игрыша он должен, как и прежде, попасть на 1; как 

должен B продолжать игру, чтобы выиграть?

Вопрос 2. Кто выиграет, если максимальный пры-

жок для каждого определён в 8 футов, минимальный — 

в 1 фут, длина пути 90 футов, и как должен поступать 

выигрывающий?

Вопрос 3. Кто выиграет, если максимальный пры-

жок составляет 17 дециметров, минимальный 1 деци-

метр, а длина пути равна 15 метрам?

Вопрос 4. Кто выиграет, если максимальный пры-

жок составляет 10 футов, минимальный 3 фута и дли-

на пути равна 182 футам?

Вопрос 5. Максимальный прыжок определён в 9 фу-

тов, минимальный — в 2; длина пути равна 100 футам. 

Выигравшим считается тот, кто заставит противника 

достигнуть конца пути (100) или перепрыгнуть через 

этот конец1. Кто из играющих окажется выигравшим?

1 В этом случае не делается различия между достижением цели 
и переходом за неё, между тем, как, например, в 4-м вопросе, раз-
личие это имеет существенное значение.
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Глава II

ИГРА В ПЯТНАДЦАТЬ

§ 1. ИСТОРИЯ И ОПИСАНИЕ ИГРЫ

В 80-х годах XIX столетия в Германии получила 

широкое распространение «Игра в пятнадцать». На 

рис. 2 изображён в уменьшенном виде экземпляр этой 

игры в ящике, в котором находится 15 специально 

приготовленных квадратных костяшек.

Впервые игра эта появилась в Америке в 1878 г. Го-

ворят, её остроумный изобретатель был известен в 

шахматном мире как выдающийся составитель задач. 

Сразу же после появления игра распространилась во 

всех цивилизованных странах английской культуры 

под названием «Fifteenth Puzzle» («Игры в 15»), гер-

манской культуры — «Boss Puzzle» («Игры Босса») и у 

французов под названием «Jeu du taquin» («Такен»).

С первого же года в неё стали играть с большим 

азартом, никакая игра до той поры не пользовалась 

подобным успехом. Говорят, в Гамбурге даже у пасса-

жиров дилижансов можно было видеть небольшие 

ящички с 15 костяшками. Хозяева торговых контор 

приходили в отчаяние от увлечения служащих этой 

игрой и принуждены были вывесить объявления с за-

прещением играть в неё в рабочие часы. Устраивались 

турниры этой игры и т. п. Даже в зале Рейхстага, как 

рассказывает Зигмунт Гюнтер, выдающийся географ, 
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математик и либеральный политик, можно было ви-

деть депутатов, которые, слушая речи, одновременно 

развлекались этой игрой.

Игра состоит в следующем: 15 квадратных костя-
шек, пронумерованных цифрами от 1 до 15, расположены 
в произвольном порядке в квадратном ящичке. 16-е ме-
сто ящичка остаётся свободным. Требуется последова-
тельным передвижением костяшек на пустое место с 
мест смежных расположить их в порядке, указанном на 
рис. 21.

Как увидим дальше, во многих случаях невозможно 

достигнуть указанного, так называемого нормального 

расположения костяшек; в таких случаях мы будем на-

1 В современное данному изданию (начало XXI века) время стал 
популярным вариант этой игры, когда вместо расположения цифр 
в определённом порядке требуется сложить определённую картинку, 
«разрезанную» по квадратикам. Такие игры чаще всего не позволя-
ют вынимать квадратики из поля, из-за чего игру невозможно при-
вести в «неразрешимое» положение. (Примеч. ред.)

Рис. 2
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зывать задачу неразрешимой. Возможность или невоз-

можность решения зависит исключительно от перво-

начального расположения костяшек. Как же узнать по 

расположению костяшек, разрешима или неразрешима 

задача, и как, в первом случае, решить её?

§ 2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Прежде чем ответить на эти вопросы, условимся 

различать места, или клетки, ящичка, обозначая их 

номерами, соответствующими рис. 2 (от 1 до 16). На-

пример, место 4 постоянно обозначает клетку, кото-

рую на рис. 2 (т. е. при нормальном расположении 

костяшек) занимает костяшка с номером 4, а ме-

сто 16 — нижнюю клетку справа, которая на рис. 2 

остаётся свободной. Далее горизонтальные ряды кле-

ток будем называть строками, а вертикальные — столб-

цами; будем различать первую, вторую, третью и чет-

вёртую строки, считая сверху вниз; столбцы также 

будем именовать первый, второй, третий, четвёртый, 

считая слева направо.

Возьмём случайное расположение костяшек и по-

пытаемся, посредством передвижений, получить их 

нормальное расположение (рис. 2). Будем поступать 

следующим образом: положим костяшку 1 на место 1 

(если только она случайно не находится уже там) и за-

тем, не трогая костяшки 1, поставим костяшку 2 на 

место 2. Нетрудно убедиться, что этого легко достичь 

сравнительно небольшим числом ходов. Тогда, не тро-

гая первой строки, можно передвинуть костяшки 3 и 

4 в клетки 3-го и 4-го столбцов, если, конечно, ко-

стяшки эти раньше не находились в них. Во всяком 

случае, мы должны допустить, что костяшки 3 и 4 мо-

гут быть так или иначе передвинуты на места, находя-

щиеся в последних двух столбцах, и что одновременно 
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в этих столбцах может оказаться и свободное место. 

Если костяшки 3 и 4 случайно не оказались на нужных 

местах, мы можем привести их туда исключительно 

путём передвижений внутри восьмиклеточного поля 

последних двух столбцов. Нет необходимости рассма-

тривать эти ходы для всех возможных случаев, доста-

точно остановиться на наиболее неблагоприятном, 

когда костяшка 3 находится на месте 4, а костяш-

ка 4 — на месте 3. Пусть наше восьмиклеточное поле 

двух последних столбцов имеет расположение, указан-

ное на рис. 3.

При всех ходах костяшек, при расположении, ука-

занном на рис. 3, мы не будем трогать 6-ю и 14-ю ко-

стяшки, так как в них нет необходимости; таким об-

разом, мы ограничиваем себя шестью клетками, что не 

помешает нам достичь цели. Если бы мы пожелали 

ограничиться четырьмя верхними клетками, из кото-

рых одна свободна, мы не могли бы достичь цели 

(дальше мы ещё к этому вернёмся), т. е. не могли бы 

привести костяшки 3 и 4 на нормальные места. От рас-

положения костяшек на рис. 3 легко перейти к рас-

положению их как на рис. 4, если все пять костяшек 

шестиклеточного поля дважды, а 5-ю костяшку даже 

трижды передвинуть против часовой стрелки.

Передвижением костяшек, находящихся в четырёх 

средних клетках, легко перейти от расположения ко-

стяшек на рис. 4 к расположению на рис. 5. Теперь 

передвинем все пять костяшек верхнего шестиклеточ-

ного поля по часовой стрелке так, чтобы костяшка 4 

очутилась на месте 3. Получим расположение костя-

шек как на рис. 6, а затем, передвигая костяшки вну-

три четырёх средних клеток, поставим костяшку 3 на 

место 7 (рис. 7). Последнее расположение костяшек 3 

и 4 (рис. 7) является типичным.

Итак, рассмотрев этот особенно неблагоприятный 

случай, мы видим, что расположение костяшек на 
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рис. 7 всегда достижимо; отсюда легко получить такое 

расположение, при котором костяшка 4 займёт место 4 

и костяшка 3 — место 3. Следовательно, первая строч-

ка ящичка приведена в нормальный порядок, и её мы 

больше трогать не будем.

Существенным в этом приёме было то, что у нас 

было шестиклеточное поле с одной свободной клет-

кой, благодаря чему мы имели возможность не только 

передвигать последовательно пять костяшек в этом 

поле, но и три костяшки среднего четырёхклеточного 

поля (внутри названного шестиклеточного) с одной 

свободной клеткой. Лишь сочетанием этих двух видов 

передвижений возможно было достичь существенных 

изменений в расположении костяшек. Если ограни-

читься исключительно четырёхклеточным полем, то 

после всех возможных ходов картина, по существу, 

осталась бы прежняя.

Таким же путём можно привести в нормальный по-

рядок и вторую строку; при этом все ходы выполня-

ются лишь в последних трёх строках, костяшки же 

первой строки остаются на месте, и достигнутый там 

нормальный порядок не нарушается. Прежде всего 

легко передвинуть костяшки 5 и 6 на их нормаль-

ные места (на 5 и 6 — рис. 2); затем в шестиклеточном 

поле костяшки 7, 8, 11, 12, 15, 16 (рис. 2) соверша-

ют передвижения, подобные ходам, изображённым на 

рис. 3—7. Здесь мы можем применить рассуждения, 
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применённые выше к рис. 3—7; правда, мы теперь 

имеем лишь шестиклеточное поле, но выше мы сами 

себя ограничили им и убедились, что этого вполне до-

статочно. Таким образом, указанным на рис. 3—7 спо-

собом можно привести костяшки 7 и 8 на нормальные 

места и тем достигнуть в верхних двух строках пра-

вильного расположения.

В последних двух строках прежде всего передвига-

ют костяшку 13 на место 9 и костяшку 9 на место 10, 

аналогично тому, как мы раньше передвинули 3 и 1 

(рис. 7) и получили типичное расположение; но те-

перь придётся оперировать в двух последних строках, 
в то время как выше мы имели дело с двумя послед-

ними столбцами. Затем переводят костяшки 13 и 9 на 

их нормальные места. Теперь остаётся шестиклеточ-

ное поле с местами 10, 11, 12, 14, 15, 16; после пере-

движения изложенным способом костяшек 10 и 14 на 

их нормальные места у нас останется лишь четырёх-

клеточное поле с костяшками 11, 12, 15 и со сво-

бодной клеткой. Передвигая эти костяшки, можно 

привести костяшку 15 на её нормальное место, и сво-

бодным останется место 16. Костяшки 11 и 12 могут 

оказаться либо на их нормальных местах, либо ко-

стяшка 12 на месте 11, а костяшка 11 — на месте 12. 

В первом случае задача решена; во втором — имеем 

расположение как на рис. 8. Итак, мы пришли к сле-

дующему выводу:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 12 11

13 14 15

Рис. 8



19

Из случайного первоначального расположения костя-
шек можно прийти либо к нормальному, либо к располо-
жению, указанному на рис. 8.

На вопрос, возможно ли от первоначального рас-

положения перейти, по желанию, и к нормальному, и 

к расположению на рис. 8, мы пока ответа не дадим, 

а ограничимся указанием, что в каждом случае одно 

из указанных расположений достижимо.

§ 3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ИГРЫ

Будем исходить из определённого первоначально-

го расположения (рис. 9). Будем читать цифры этой 

фигуры в порядке, которого мы и раньше придер-

живались, т. е. в каждой строке — слева направо, а 

строки — сверху вниз. Мы видим, что костяшка 1 за-

нимает своё нормальное место. Следующая же за ней 

костяшка 4 находится, как будем говорить, до двух 

костяшек, которые при нормальном расположении 

 находились бы раньше неё, — мы имеем в виду ко-

стяшки 3 и 2. Будем говорить, что костяшка 4 даёт два 

отступления относительно нормального порядка. Та-

ким же образом костяшка 7, стоящая до костяшек 3, 

5, 2, 6, имеет четыре отступления; костяшка 13, стоя-

щая до костяшек 11, 10, 2, 12, 6, имеет пять отступле-

ний и т. д. Для всего ящика мы имеем, таким образом: 

1 4 7 9

3 5 8 14

15 13 11 10

2 12 6

Рис. 9
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0 + 2 + 4 + 5 + 1 + 1 + 2 + 6 + 6 + 5 + 3 + 2 + 0 + 

+ 1 = 38 отступлений относительно нормального по-

рядка. Эта общая сумма отступлений даёт возможность 

усмотреть, достижимо ли нормальное расположение 

рис. 2 или нет: именно, если общее число отступлений 

чётное (в нашем случае 38), то возможно получить 

нормальное расположение костяшек — задача разре-

шима. Напротив, если общее число отступлений не-

чётное, то нормальное расположение не получается — 

задача неразрешима. При этом предполагается, что 

свободное место находится внизу справа, т. е. в клет-

ке 16. Вместо громоздкого выражения «отступление от 

нормального расположения» будем в дальнейшем упо-

треблять принятый в математике термин «инверсия»1. 

Условие для возможности решения задачи, данное 

выше без доказательств, мы можем теперь выразить 

следующим образом:

Необходимым и достаточным условием для того, 
чтобы от данного расположения костяшек со свободным 
местом 16 можно было перейти к нормальному (рис. 2), 
является то, чтобы общее число всех инверсий данного 
расположения было чётным.

Чтобы убедиться в верности сказанного, поставим 

вопрос: как изменяется общее число всех инверсий от 

передвижения 1 костяшки на свободное место? Ответ 

весьма прост: когда костяшка передвигается в гори-

зонтальном направлении, число инверсий от такого 

передвижения не меняется. Что произойдёт, когда ко-

стяшка передвигается в вертикальном направлении? 

Такое передвижение обозначает, что костяшка отодви-

гается назад или вперёд на три места, в зависимости 

от того, переводят ли её вверх или вниз. Пусть пере-

1 В современной математике термин «инверсия» определяет раз-
ные понятия в разных частях, или разделах, математики. Использу-
емое здесь значение термина характерно для области математики, 
называемой комбинаторикой. (Примеч. ред.)
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двигаемая костяшка имеет номер х, а три костяшки, 

через которые она как бы перепрыгивает, — номера а, 

b, с (a, b, с и x — числа в пределах от 1 до 15). Тогда 

могут представиться такие случаи:

1) х больше каждого из чисел a, b, с;

2) х меньше каждого из чисел a, b, с;

3) х больше двух чисел из a, b, с и меньше третьего;

4) х больше одного из числа a, b, с и меньше двух 

остальных.

В первом случае, когда костяшка х становится рань-

ше костяшек a, b, c, число инверсий увеличивается на 3; 

когда же костяшка х становится позади костяшек a, b, c, 

отпадают три инверсии. Таким образом, в первом слу-

чае, от передвижения костяшки x число инверсий меня-

ется — либо увеличивается на 3, либо уменьшается на 3.

Второй случай сходен с первым: здесь также общее 

число инверсий либо увеличивается, либо уменьшает-

ся на 3.

В третьем случае, когда костяшка х становится 

раньше костяшек a, b, c, число инверсий, во-первых, 

увеличивается на 2, так как x оказывается раньше двух 

чисел, меньших его; во-вторых, оно уменьшается на 1, 

так как х оказывается перед числом, большим его. 

В итоге общее число инверсий увеличивается на 1. 

Когда х становится впереди костяшек a, b, c, общее 

число инверсий уменьшается на 1. Итак, в третьем 

случае общее число инверсий изменяется на 1.

В четвёртом случае число инверсий также изменя-

ется на 1. Следовательно, от передвижения костяшки 

в вертикальном направлении число инверсий меняет-

ся или на 3, или на 1, т. е. увеличивается или умень-

шается на одно из этих чисел. Полученный результат 

выразим так:

Горизонтальное передвижение костяшки не изменяет 
общего числа инверсий, вертикальное — изменяет его на 
нечётное число (на 1 или на 3).
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Предположим, что на свободном месте находится 

воображаемая костяшка с номером 16. В таком случае 

мы можем сказать, что каждый отдельный ход, т. е. 

передвижение костяшки на соседнее свободное место, 

равносилен замене воображаемой костяшки 16 дей-

ствительно передвигаемой костяшкой. Если костяшка 

16, как было предположено, находится в клетке 16, то, 

чтобы к концу игры она оказалась на том же месте, 

необходимо, чтобы число таких замен было чётное; в 

самом деле, каждый ход — в горизонтальном или вер-

тикальном направлении — должен как бы уничтожить-

ся другим ходом в противоположном направлении, 

лишь тогда костяшка 16 вернётся на своё прежнее ме-

сто. Число ходов, необходимое для перехода от одного 
расположения к другому с той же самой свободной клет-
кой, должно быть чётным; и очевидно, число горизон-
тальных ходов, как и вертикальных, взятое само по себе, 
тоже должно быть чётным.

Подведём итоги. От первоначального расположения 

костяшек со свободным местом 16 можно перейти к 

конечному расположению, с тем же свободным ме-

стом, путём чётного числа горизонтальных и верти-

кальных ходов. Первые не меняют числа инверсий; 

вторые, напротив, меняют их каждый раз на нечётное 

число, так что в конечном счёте — ввиду того что чис-

ло вертикальных ходов чётное, — общее число инвер-

сий изменяется на чётное число. Первоначальное рас-

положение костяшек со свободной клеткой 16 можно 

привести и к любому другому с тем же свободным ме-

стом, но лишь в том случае, когда общее количество 

инверсий одного отличается от общего количества 

другого на чётное число. Этот переход безусловно не-

возможен, когда разность между числами инверсий 

нечётная. Общее же число инверсий нормального рас-

положения (рис. 2) равно нулю. Число инверсий для 

расположения на рис. 8 равно 1 (костяшка 12 стоит 
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впереди костяшки 11). Отсюда, между прочим, следу-

ет, что расположение на рис. 8 не может быть приве-

дено к нормальному и что, обратно, нормальное рас-

положение не может быть приведено к расположению 

на рис. 8. Легко усмотреть, что всякое расположение 

может быть приведено к нормальному только в том 

случае, когда общая сумма инверсий — число чётное. 

Последнее условие является необходимым для перехода 

к нормальному расположению; оно является и услови-

ем достаточным. В самом деле, из предыдущего сле-

дует, что всякое первоначальное расположение с чёт-

ным числом инверсий не может быть приведено к 

расположению на рис. 8 (с нечётным числом инвер-

сий). Выше же было показано, что каждое расположе-

ние приводится либо к нормальному (рис. 2), либо к 

расположению рис. 8; поэтому данное расположение 

с чётным числом инверсий всегда можно привести к 

нормальному виду. С другой стороны, расположения 

с нечётным числом инверсий всегда могут быть при-

ведены к расположению на рис. 8; к нормальному же 

они приведены быть не могут; но одно из конечных 

расположений для них всегда достижимо. Во всех так 

называемых неразрешимых случаях расположение на 

рис. 8 — и только оно одно — всегда возможно. Этим 

данное выше правило доказано в полном объёме, и во-

прос, оставленный в конце § 2 открытым, получил от-

вет, а именно: никогда одно и то же расположение не 

может быть приведено, по желанию, и к нормальному, 

и к расположению на рис. 8, но лишь к одному из них.

Расположения, при которых задача становится не-

разрешимой, могут объяснить тот исключительный 

интерес, который «Игра в пятнадцать» вызвала при 

своём появлении. Игрок, которому более или менее 

легко давались разрешимые случаи, не зная теории 

игры, думал, что и в других случаях, при настойчиво-

сти и усердии, он в конце концов решит задачу.
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Вопрос 6. Разрешима ли задача, данная на рис. 10?

В качестве примера разберём расположение костя-

шек, получающееся из нормального, если в каждой 

строке расположить костяшки в обратном порядке, 

оставив свободное место внизу справа (см. рис. 11). 

Сумма инверсий будет нечётной (в каждой из верхних 

строк шесть инверсий, в нижней — три); следователь-

но, расположение на рис. 11 нельзя привести к нор-

мальному, но можно привести к расположению на 

рис. 8.

В рассмотренных до сих пор задачах предпола-

галось, что свободное место при нормальном рас-

положении находится в клетке 16. Если дано распо-

ложение с иным свободным местом, и мы желаем 

узнать, разрешима ли в данном случае задача, то пре-

жде всего совершим передвижения таким образом, 

чтобы свободное место оказалось в клетке 16. Напри-

мер, при расположении на рис. 12, мы последователь-

5 6 7 8

1 2 3 4

9 10 13 14

15 12 11

Рис. 10

4 3 2 1

8 7 6 5

12 11 10 9

15 14 13

Рис. 11

1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Рис. 12
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но передвигаем костяшки 1, 2, 3, 7, 11, 15, чтобы 

клетка 16 стала свободной. Это новое расположение 

имеет девять инверсий, а потому не может быть при-

ведено к нормальному виду, но лишь к расположению 

на рис. 8.

Нетрудно понять, что если какое-либо расположе-

ние приводится к другому, то и обратно — последнее 

может быть приведено к первому. В самом деле: ка-

ким образом первое расположение приводится ко вто-

рому? Путём ряда «ходов», т. е. посредством целого 

ряда замен воображаемой костяшки 16 соседними ко-

стяшками. Например, первое расположение может 

быть приведено ко второму тем, что костяшка 16 по-

следовательно заменяется костяшками a, b, c … m, n, 

r, s. Костяшка 16, таким образом, находилась рядом с 

a, а затем с b, с c … с костяшкой r и с костяшкой s. 

Поэтому мы можем исходя из второго расположения 

вернуться к первому, перемещая костяшки в обратном 

порядке, т. е. костяшку 16 заменить костяшкой s, за-

тем костяшкой r и т. д., пока не придём к первона-

чальному расположению. Отсюда следует, что, напри-

мер, расположение на рис. 8 может быть приведено к 

расположению на рис. 11 или 12, потому что послед-

ние, мы видели, могут быть приведены к расположе-

нию на рис. 8. Так как все расположения с нечётным 

числом инверсий можно перевести в расположение на 

рис. 8, а это последнее — в расположение на рис. 11 

или 12, то всякое расположение с нечётным числом 

инверсий можно перевести в расположение двух по-

следних фигур. Далее, из только что установленного 

принципа обратимости одного расположения в другое 

следует, что любое расположение с чётным числом 

инверсий может быть приведено в любое другое с чёт-

ным же числом инверсий и что сказанное относится 

и к расположениям с нечётным числом инверсий. Мы 

приходим, таким образом, к следующему:



Все расположения со свободным местом в клетке 16, 
имеющие чётное число инверсий, образуют группу тако-
го рода, что любые два расположения этой группы могут 
быть переведены одно в другое; в частности, они мо-
гут быть приведены в нормальное расположение. Точно 
так же все расположения со свободным местом в клет-
ке 16, имеющие нечётное число инверсий, образуют вто-
рую группу переводимых друг в друга расположений; в 
частности, все расположения этой группы могут быть 
переведены в расположение на рис. 11 или 12. Располо-
жение одной группы не может быть переведено в рас-
положение другой; в частности, расположения второй 
группы не могут быть приведены к нормальному виду.
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Глава III

СОЛИТЕР

§ 1. ПРАВИЛА ИГРЫ. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Рис. 13 представляет существенную часть этой 

игры: игральную доску с 33 отверстиями (гнёздами), в 

которые можно вставлять колышки (или шарики).

О происхождении этой игры нет достоверных све-

дений. Во всяком случае, она почтенного возраста, 

свидетельством чего служит упоминание её в лето-

писи, найденной в 1710 году в Лейпциге. Экземпляр 

Рис. 13
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игры был найден в одной из коллекций, причём на 

крышке был изображён её предполагаемый изобрета-

тель — отшельник, погруженный в эту игру.

В Германии из разнообразных форм этой игры по-

лучила преобладание игра с 33 отверстиями (гнёзда-

ми), из которых одно, по крайней мере в начале игры, 

остаётся свободным. Расположение отверстий указано 

на рис. 14.

Мы будем отличать отверстия друг от друга обозна-

чениями, подобными обозначениям клеток шахматной 

доски; соответственно этому будем изображать каж-

дое отверстие квадратной клеткой, часто и называя его 

просто клеткой. Таким образом, каждому отверстию 

(рис. 15) соответствуют две цифры: первая показывает, 

в каком вертикальном ряду или столбце оно находится 

(столбцы считаются слева направо); вторая показывает, 

в каком горизонтальном ряду или строке находится от-

верстие, причём строки считаются снизу вверх.

Правило игры. Если из трёх отверстий, находя-
щихся в одном горизонтальном или вертикальном ряду, 
два соседних снабжены колышками, а третье, непо-

Рис. 14
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средственно примыкающее к одному из них, пустое, то 
колышек из отверстия, не прилегающего к пустому, 
переносится в пустое отверстие, а колышек примы-
кающего (среднего) вынимается и откладывается в сто-
рону.

Процесс вынимания и перенесения колышка из од-

ной клетки в другую будем для краткости называть 

ходом. Если отверстие 44 пустое, то возможен один из 

следующих ходов: 
24

44
, 

46

44
, 

64

44
, 

42

44
. Здесь каждый ход изо-

бражён в виде дроби: числитель показывает, из какого 

отверстия переносится колышек, знаменатель — куда 

этот колышек вставляется. В дальнейшем мы будем 

все ходы обозначать такими дробями. У числителя и 

знаменателя подобной дроби должны быть одинаковы 

или первые, или вторые цифры; неодинаковые же раз-

нятся на 2; цифра, заключённая между этими двумя 

неодинаковыми цифрами, и цифра, повторяющаяся в 

числителе и знаменателе, вместе изображают отвер-

стие, из которого вынут колышек и отложен в сторону; 

в приведённых выше примерах такими отверстиями 

являются: 34, 45, 54, 43.

37 47 57

36 46 56

15 25 35 45 55 65 75

14 24 34 44 54 64 74

13 23 33 43 53 63 73

32 42 52

31 41 51

Рис. 15
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Цель игры состоит в том, чтобы указанными выше 

ходами последовательно вынуть из 32 отверстий все 

колышки за исключением одного, причём вначале сво-

бодным отверстием может быть среднее (44) или ка-

кое-либо другое; отверстие же, в котором должен ока-

заться последний колышек, задаётся заранее.

Само собою разумеется, что вначале могут быть 

 заполнены и не все 32 отверстия, а только часть иг-

ральной доски; например, колышки могут образовать 

какую-либо фигуру, квадрат, крест и т. п., причём в 

остальном задача остаётся прежней, т. е. требуется 

удалить все имеющиеся на доске колышки за исклю-

чением одного.

§ 2. ЗАДАЧА С НЕЗАПОЛНЕННОЙ ДОСКОЙ

Рассмотрим несколько задач, в которых только часть 

игральной доски занята и требуется удалить все нахо-

дящиеся на доске колышки за исключением одного. 

Для каждого случая мы даём фигуры, образуемые ко-

лышками, придерживаясь введённого прежде обозначе-

ния клеток, занятых колышками; остальная часть доски 

может быть читателем восстановлена по рис. 15.

I. Крест из девяти колышков

Р е ш е н и е:

43
,

45
,

24
,

44
,

41 43 44 42

64
,

41
,

43
,

46
.

44 43 45 44

46

45

24 34 44 54 64

43

42

Рис. 16
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II. Треугольник

III. Крест

Теперь получается фигура задачи I, лишь передви-

нутая на доске параллельно самой себе.

IV. Пирамида

Р е ш е н и е:

53
,

55
,

33
,

63
,

55 35 53 43

44
,

35
,

23
,

42
.

42 33 43 44

45

34 44 54

23 33 43 53 63

Рис. 17

Р е ш е н и е:

31
,

51
,

43
,

41
,

33 53 63 42

33
,

63
.

53 43

47

46

25 35 45 55 65

44

43

32 42 52

31 41 51

Рис. 18

Р е ш е н и е:

55
,

74
,

53
,

55
,

53 54 55 57

57
,

35
,

14
,

33
,

37 33 34 35

36
,

44
,

56
,

25
,

56 46 36 45

37
,

35
,

65
.

35 55 45

47

36 46 56

25 35 45 55 65

14 24 34 44 54 64 74

Рис. 19



32

Разумеется, не все подобные задачи раз-

решимы; ограничимся простейшим приме-

ром такого рода, когда вначале заполнены 

колышками лишь три клетки, в положении, 

указанном на рис. 20. При первой же попыт-

ке решить эту задачу читатель убедится, что, 

где бы ни была расположена фигура, ему удастся удалить 

только один колышек и к концу игры останутся ещё два.

§ 3. ИГРА С ЗАПОЛНЕННОЙ ДОСКОЙ

Но обыкновенно, как было сказано в § 1, все 32 ко-

лышка находятся на доске, причём любое произвольно 

выбранное отверстие остаётся свободным — будем на-

зывать его начальным. Требуется последовательно уда-

лить все колышки, за исключением одного; отверстие, 

в котором должен оказаться этот последний, указано 

заранее. Отверстие это будем называть конечным. Что-

бы понять решение этой задачи, называемой основной, 

рассмотрим ряд её частных случаев, отличающихся друг 

от друга начальными и конечными отверстиями. Веро-

ятно, они покажутся читателю произвольно выхвачен-

ными из большого числа возможных случаев; но по-

следующее (§ 4) покажет, что в нашем случае нет 

произвола; игры подобраны так, что ими исчерпывают-

ся все разрешимые случаи основной задачи.

I. Начальное отверстие — 44, конечное — 44.

64 56 44 52 73 75 43 73 54 35 65

44 54 64 54 53 73 63 53 52 55 45

15 45 37 57 34 37 25 46 23 31 43

35 25 35 37 36 35 45 44 43 33 23

51 52 31 14 34 13 32 34 64

31 32 33 34 32 33 34 54 44 .

Рис. 20
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II. Начальное отверстие — 44, конечное — 74.

Ходы те же, что и в задаче I, но последний ход за-

меняется ходом 
54

74
.

III. Начальное отверстие — 74, конечное — 74.

Первый ход задачи II заменяем ходом 
54

74
.

IV. Начальное отверстие — 74; конечное — 47.

54 52 44 73 74 54 51 31 32 43 51

74 54 64 53 54 52 53 51 52 63 53

63 34 13 15 43 13 32 56 75 54 57

43 32 33 13 23 33 34 54 55 56 55

37 36 45 57 65 24 44 25 45

57 56 65 55 45 44 46 45 47 .

V. Начальное отверстие — 74, конечное — 14.

Первые 24 хода — как в задаче IV, а затем:

34 55 57 25 55 36 34

36 35 55 45 35 34 14 ,

VI. Начальное отверстие — 54, конечное — 54.

56 75 54 74 53 73 43 51 63 33 41

54 55 56 54 55 53 63 53 43 53 43

53 23 31 43 13 15 25 34 13 32 45

33 43 33 23 33 13 23 32 33 34 25

37 57 34 37 25 56 44 36 56

35 37 36 35 45 36 46 56 54 .

VII. Начальное отверстие — 54, конечное — 57.

Последний ход задачи VI заменяется ходом 
55

57
.

2 В. Аренс
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VIII. Начальное отверстие — 57, конечное — 57.

Первый ход задачи VII заменяется ходом 
55

57
.

IX. Начальное отверстие — 54, конечное — 24.

Первые 27 ходов задачи VI, затем: 
56

54
 
54

34
 
46

44
 
44

24
.

X. Начальное отверстие — 57, конечное — 24.

Первый ход задачи IX заменяется ходом 
55

57
.

XI. Начальное отверстие — 57, конечное — 51.

Первые 6 ходов, как в задаче X; следующие 24 хода 

получаются из последних 24 ходов задачи VI, зеркаль-

ным отражением относительно горизонтальной сред-

ней линии.

XII. Начальное отверстие — 24, конечное — 24.

44 36 15 34 37 57 56 45 37 25 32 13 34 31 51 52

24 34 35 36 35 37 36 25 35 45 34 33 32 33 31 32

43 31 23 54 75 73 45 75 56 64 44 63 42 14 44

23 33 43 56 55 75 65 55 54 44 42 43 44 34 24 .

XIII. Начальное отверстие — 55, конечное — 55.

53 73 75 65 52 73 54 51 31 32 43 51 63 45 57 65

55 53 73 63 54 53 52 53 51 52 63 53 43 65 55 45

35 47 55 25 37 45 15 13 23 34 15 36 33 34 53

55 45 35 45 35 25 35 15 25 36 35 34 53 54 55 .

XIV. Начальное отверстие — 55, конечное — 52.

Последний ход задачи XIII заменяется ходом 
54

52
.

XV. Начальное отверстие — 52, конечное — 52.

Первый ход задачи XIV заменяется ходом 
54

52
.
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XVI. Начальное отверстие — 52, конечное — 25.

Первые 28 ходов такие же, как в задаче XV, осталь-

ные: 
43

23
 
44

24
 
23

25
.

Само собой, что для каждой разобранной задачи 

возможны и другие решения. Приведённые нами — 

без особых преимуществ. Предлагая их, мы имели в 

виду только интересы удобства; несомненно, что среди 

других решений есть и более изящные.

Более ясными и наглядными являются следующие 

решения задачи I:

42 63 51 43 23 44 31 41 43 13 34 15

44 43 53 63 43 42 33 43 23 33 32 13

25 13 32 73 54 75 65 73 52 45 57

23 33 34 53 52 73 63 53 54 65 56

37 54 57 65 46 44 36 24

57 56 55 45 44 24 34 44

(двумя вертикальными чертами отделены группы хо-

дов, на которые естественно распадаются решения).

§ 4. ТЕОРИЯ ИГРЫ

Мы дадим теорию игры без строгих математических 

доказательств, имея в виду лишь главнейшие выводы. 

Назовём конгруэнтными такие две клетки, от одной из 

которых можно перейти к другой путём одного или не-

скольких «перепрыгиваний» через две промежуточные 

в горизонтальном и вертикальном направлениях. На-

пример, клетки 15 и 45 (рис. 15) — конгруэнтны, так 

как от 15 легко перейти к 45, пропустив две находя-

щиеся между ними клетки (25 и 35); клетки 45 и 42 

конгруэнтны по той же причине; клетки же 42 и 15 

конгруэнтны потому, что от первой можно перейти ко 
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второй двукратным перепрыгиванием через две клетки 

(клетка 45 является в данном случае как бы мостом). 

Далее будем считать, что каждая клетка конгруэнтна 

сама себе. Математически можно доказать, что для 
игральной доски с 33 клетками решение разобранной в 
предыдущем параграфе основной задачи возможно лишь 
тогда, когда начальное и конечное отверстие заданы 
так, что они конгруэнтны в указанном выше смысле.

Только что указанное условие для возможности ре-

шения основной задачи, а именно конгруэнтность на-

чального и конечного отверстий, есть не только необхо-

димое условие, но и достаточное (т. е., если это условие 

выполняется, основная задача всегда разрешима).

Шестнадцать примеров, приведённые в § 3, заклю-

чают решения всех возможных разрешимых случаев 

основной задачи. Это видно из следующего. Прежде 

всего заметим, что рис. 14 при вращении на один или 

несколько прямых углов сам с собой совпадает. Далее, 

рис. 14 симметричен относительно средней горизон-

тальной и средней вертикальной линий, так что по-

ловины, на которые эти линии делят фигуру, при на-

ложении совпадают. Поэтому клетки, совпадающие 

при наложении и вращении, эквивалентны для нашей 

задачи, в результате получаются следующие группы 

эквивалентных между собою клеток:

1) 13; 15; 37; 57; 75; 73; 51; 31.

2) 14; 47; 74; 41.

3) 25; 36; 56; 65; 63; 52; 32; 23.

4) 24; 46; 64; 42.

5) 35; 55; 53; 33.

6) 34; 45; 54; 43.

7) 44.

Задача II § 3 решена при начальном отверстии 44 и 

конечном — 74; поэтому легко получить решение за-
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дачи с начальным отверстием 44 и конечным 14, так 

как замена первой задачи второй равносильна отраже-

нию относительно средней вертикальной линии (или 

наложению левой половины рис. 14 на правую). Реше-

ние задачи с первоначальным отверстием 45 и конеч-

ным 75 прямо получается из задачи VII § 3 (начальное 

отверстие 54, конечное — 57), так как замена второй 

задачи первой соответствует вращению рис. 14 на чет-

верть окружности против часовой стрелки и последу-

ющему отражению относительно средней вертикаль-

ной линии.

Имея решение задачи с начальным отверстием а и 

конечным b, сразу же можно получить решение задачи 

с начальным отверстием b и конечным — а. Именно, 

если схему решения первой задачи перевернём, т. е. 

напишем дроби в обратном порядке (с конца к нача-

лу), мы сразу получим решение второй задачи. Отка-

зываясь от общего доказательства, можем убедиться в 

справедливости сказанного на примере доски, более 

простой, чем наша обычная (рис. 21). Пусть А — на-

чальное отверстие, а Е — конечное; тогда решение ос-

новной задачи будет: 
E

A
, 

D

B
, 

A

E
. Если напишем эти дро-

би в обратном порядке, получим: 
A

E
, 

D

B
, 

E

A
 — решение 

следующего случая основной задачи: Е — начальное 

отверстие и А — конечное. Две задачи, у которых на-

чальное и конечное отверстия заменены одно другим, 

называются «сопряжёнными».

Среди 16 задач § 3 имеются 7 таких, у которых на-

чальное отверстие является одновремен-

но и конечным; причём каждое из этих 

7 отверстий принадлежит к одной, и 

только к одной, из 7 групп эквивалент-

ных клеток (с. 36), являясь как бы пред-

ставителем определённой группы, — как 

видно из следующего сопоставления:

D

С

Е В А

Рис. 21
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№ группы 
эквивалентных клеток

Выбранная 
из группы клетка

№ соответствующей 
задачи

1 57 VIII

2 74 III

3 52 XV

4 24 XII

5 55 XIII

6 54 VI

7 44 I

Таким образом, исходя из решений § 3 можно ска-

зать, что основная задача, при одинаковых начальных 

и конечных отверстиях, для всех 33 клеток может счи-

таться исчерпанной. Остаются лишь те случаи, когда 

начальные и конечные отверстия различны, при этом, 

повторяем, решения для таких задач существуют лишь 

тогда, когда указанные отверстия конгруэнтны в объ-

яснённом выше смысле.

Теперь мы должны рассмотреть всевозможные ком-

бинации из двух различных, но конгруэнтных друг 

другу клеток. Начнём со средней клетки доски, т. е. с 

клетки 44, которая в нашем подразделении на группы 

образует особую группу, именно седьмую (с. 36). Лег-

ко усмотреть, что все клетки, конгруэнтные клетке 44, 

образуют группу 2 (с. 36) и что клетки этой группы 

также между собой конгруэнтны и не имеют себе кон-

груэнтных в других пяти группах. Группы 2 и 7 обра-

зуют совокупность такого рода, что если принять за 

начальное отверстие одну из клеток этой совокуп-

ности, то необходимо и за конечное отверстие взять 

клетку той же совокупности, иначе основная задача не 

будет разрешима. Очевидно, внутри указанной сово-

купности возможны следующие отличные друг от дру-

га случаи (при неодинаковых начальных и конечных 

отверстиях):



Начальное 
отверстие

Конечное 
отверстие

44 74

74 47

74 12

Решения этих задач даны в § 3 под обозначениями II, 

IV и V. Если к ним присоединить ещё задачи I и III с 

одинаковыми начальными и конечными отверстиями 

(44 и 74 — клетки совокупности), то мы исчерпаем все 

различные случаи, возможные внутри совокупности, 

образуемой из групп 2 и 7. Все решения других случаев 

внутри этой совокупности легко получаются из этих 

пяти решений путём применения симметрии (вращения 

и наложения) и сопряжённости (начальное отверстие 

заменяется конечным, а конечное — начальным).

Таким же образом и группы 1, 4 и 6 образуют сово-

купность, причём не все её клетки друг другу конгру-

энтны, но всякая клетка, конгруэнтная какой-либо её 

клетке, обязательно входит в состав этой совокупности. 

Различные случаи, которые могут представиться внутри 

этой совокупности, исчерпываются задачами VI—XII 

§ 3. Наконец, группы 5 и 3 образуют третью совокуп-

ность, которая исчерпывается задачами XIII—XVII § 3.

Вопрос 7. Найти решение следующего случая: на-

чальное отверстие — 14, конечное — 41.

Вопрос 8. Найти решение следующего случая: на-

чальное отверстие — 52, конечное — 55.

Вопрос 9. Найти решение следующего случая: на-

чальное отверстие — 46, конечное — 13.
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Глава IV

УДВОЕНИЯ

§ 1. РЯД СТЕПЕНЕЙ ЧИСЛА 2

Древняя арабская легенда рассказывает об изобрета-

теле шахматной игры следующее. Изобрёл он эту пре-

красную игру для развлечения индийского царя, кото-

рый пришёл от неё в такой восторг, что пожелал щедро 

вознаградить изобретателя. На вопрос царя изобрета-

тель ответил: «Я желал бы, чтобы на первую клетку шах-

матной доски положено было одно пшеничное зерно, 

на вторую — два и затем всё время удваивали бы число 

зёрен последующих клеток, пока не будет достигнута 

последняя клетка; всё количество зёрен, полученных 

таким образом, прошу отдать мне». Но выяснилось, что 

для удовлетворения этой просьбы, исполнить которую 

царь охотно было согласился, не хватит хлеба не только 

в амбарах царя, но и во всей стране. Когда царю сооб-

щили об этом, он сказал изобретателю: «Остроумие тво-

ей просьбы ещё более достойно удивления, чем талант, 

который ты выказал в изобретении игры».

Действительно, в шахматной доске 64 клетки (8 × 8); 

понадобилось бы чудовищное 20-значное число, чтобы 

выразить общее количество зёрен на всех 64 клетках. 

Число это:

18446744073709551615.
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Его было бы достаточно, чтобы покрыть сплошь зёр-

нами всю земную поверхность слоем в сантиметр. Чис-

ла при удвоении возрастают от клетки к клетке очень 

быстро и к концу доски принимают неимоверно боль-

шие значения. Этим быстрым возрастанием чисел при 

непрерывно продолжающемся их удвоении остроумно 

воспользовалась некогда мюнхенская газета «Немецкая 

трибуна». Не зная, как бороться с цензурными притес-

нениями, газета продолжала печатать вычеркнутые цен-

зором статьи. Понятно, она была оштрафована, и так 

как продолжала всё же печатать неразрешённые статьи, 

то денежный штраф с каждым днём удваивался. Нако-

нец, «Трибуна» напечатала статью, в которой объявила, 

что министерство изыскало средство быстро погасить 

весь государственный долг: для этого достаточно лишь 

всё время продолжать удваивать штрафы. Шутка эта 

вызвала всеобщий смех, и правительству пришлось от-

казаться от взыскания штрафа, достигшего к тому вре-

мени огромной суммы.

Но вернёмся к задаче о пшеничных зёрнах шахмат-

ной доски. Напишем для каждой клетки (начиная с 

первой) число соответствующих ей зёрен и получим 

ряд чисел, начинающийся так: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 

256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768 (мы при-

вели числа лишь для первой четверти шахматной до-

ски). Числа этого ряда, из которых каждое получает-

ся из предыдущего умножением его на 2 (например, 

8 × 2 = 16), называют степенями числа 2; число 2 есть 

первая степень 2, число 4 — вторая, число 8 — третья 

степень и т. д. Записывают это так: 21 = 2; 22 = 4; 23 = 8; 

24 = 16; 25 = 32 и т. д. По аналогии, первое число вы-

шеприведённого ряда, именно 1, назовём нулевой сте-

пенью 2 и напишем 20 = 1.

Впереди ряда степеней числа 2, т. е. до числа 1, с 

которого начинается этот ряд, напишем ещё одну еди-

ницу; теперь ряд таков: 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32… В этом 
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новом ряду каждое число равно сумме всех предшеству-
ющих чисел; например 8 = 1 + 1 + 2 + 4. Если это име-

ет место для начала ряда, например до 8, то это будет 

справедливо и для всех следующих чисел, в чём чита-

тель может убедиться при таком способе записи:

1, 1, 2, 4, 8, 16…

8

Нужно лишь принять во внимание, что за числом 

8, по закону образования нашего ряда, идёт 8 × 2 = 16, 

за 16 идёт 16 × 2 = 32 и т. д. Если взятую нами на по-

мощь единицу опустим, то сумма чисел, предшеству-

ющих 8, будет равна не этому числу, а 7, т. е. числу 8, 

уменьшенному на единицу. Отсюда приходим к следу-

ющему выводу:

В ряду степеней числа 2 каждое число на единицу 
больше суммы всех предшествующих чисел.

Поэтому на 64-ю клетку шахматной доски пшенич-

ных зёрен придётся одним больше, чем на все осталь-

ные 63 клетки, вместе взятые. Отсюда если бы мы 

пожелали вычислить общее число зёрен, приходящих-

ся на все 64 клетки, то вместо того, чтобы складывать 

все 64 числа нашего ряда, могли бы вычислить чис-

ло зёрен последней 64-й клетки. Уменьшенное на 1, 

число это сразу дало бы нам сумму зёрен остальных 

63 клеток.

§ 2. ОСОБОЕ ПРИМЕНЕНИЕ РЯДА 
СТЕПЕНЕЙ ЧИСЛА 2

Набор разновесок равноплечих весов обыкновенно 

содержит (на Западе) следующие гирьки:

1 г, 2 г, 2 г, 5 г, 10 г, 20 г, 20 г, 50 г;
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по тому же принципу к ним часто присоединяются 

гири меньшего или большего веса. Имея набор раз-

новесок, содержащий указанные восемь гирь, можно 

взвешивать все грузы от 1 до 110 граммов.

Решим теперь такую задачу:

Как взвесить те же грузы при помощи возможно 
меньшего числа гирь и какими гирями придётся для это-
го воспользоваться?

Мы предполагаем здесь, что одна чашка весов 

предназначена исключительно для взвешиваемого 

груза, так что на неё гири не кладутся. Набор разно-

весок, по условию, должен взвешивать тела в 1 грамм, 

а следовательно, в нём должна быть и гиря в 1 г1. Для 

взвешивания тела в 2 г необходимо иметь или ещё 

одну гирю в 1 г, или отдельно гирю в 2 г. Второе для 

нас выгоднее, так как, имея одну гирю в 1 г и другую 

в 2 г, можно взвесить не только груз в 1 и 2 г, но и 

груз в 3 г = 1 г + 2 г. Поэтому мы выбираем для ис-

комого набора прежде всего две гири: в 1 г и в 2 г. 

Чтобы иметь возможность взвесить груз в 4 г, необ-

ходимо ввести или ещё 1 г, или вторую гирю в 2 или 

3 г, или, наконец, гирю в 4 г. Читатель, мы полагаем, 

ни на одну минуту не усомнится в выборе третьей 

гири. В самом деле, с гирями в 1 г, 2 г и 2 г мож-

но взвешивать грузы от 1 до 5 г; с гирями же в 1 г, 2 г 

и 4 г — груз от 1 до 7 г включительно (5 = 4 + 1; 

6 = 4 + 2; 7 = 4 + 2 + 1). Продолжая рассуждать та-

ким образом, мы придём к выводу, что в качестве чет-

вёртой гири выгоднее всего взять гирю в 8 г, так как 

четырьмя гирями в 1 г, 2 г, 4 г и 8 г можно уже взве-

шивать груз от 1 до 15 г, а именно:

1 Если гири можно класть на обе чаши весов, то можно взвесить 
груз в 1 г, не имея граммовой гири, именно, положив, например, на 
одну чашку 3 г, а на другую взвешиваемый груз вместе с 2 г. При 
таком взвешивании можно обойтись ещё меньшим числом гирь, чем 
указано в решении задачи, но такого рода взвешивание мы здесь 
рассматривать не будем.
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9 = 8 + 1

10 = 8 + 2

11 = 8 + 2 + 1

12 = 8 + 4

13 = 8 + 4 + 1

14 = 8 + 4 + 2

15 = 8 + 4 + 2 + 1

Затем пятой гирей у нас будет гиря в 16 г. Полу-

ченный таким образом ряд чисел 1, 2, 4, 8, 16 есть не 

что иное, как хорошо знакомый нам из предыдущего 

параграфа ряд степеней числа 2. В самом деле, если 

продолжить наши рассуждения, то придём к числам 

того же ряда, именно к 32, 64, 128 и т. д. Последнее 

обстоятельство легко себе уяснить: посредством гирь 

в 1 г, 2 г, 4 г и 8 г можно взвесить, как было показано, 

груз от 1 до 15 г включительно. Представим себе, что 

мы производим все эти 15 взвешиваний одно за дру-

гим; если при каждом взвешивании мы к гирям, лежа-

щим на чаше весов, добавим гирю в 16 г, то получим, 

вместо взвешиваний от 1 до 15 г, взвешивания от 17 

до 31 г. Для взвешивания 31 г понадобятся все пять 

гирь (1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г), но взвесить 32 г этими 

гирями, очевидно, не удастся. Из предыдущего пара-

графа мы знаем свойство, каким обладает каждое чис-

ло нашего ряда: сумма нескольких первых чисел его 

на 1 меньше числа следующего за последним из них. 

Поэтому понятно, что пятью гирями в 1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 

16 г мы можем самое большее взвесить груз в 31 г, так 

как их сумма должна быть на 1 меньше числа, следу-

ющего за 16 в ряду степеней числа 2. Присоединяя к 

нашим пяти гирям гирю в 32 г, мы, очевидно, сможем 

взвесить любое число граммов до 63 включительно. 

Наконец, присоединяя ещё гирю в 64 г, мы получим 

семь гирь в 1 г, 2 г, 4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г, с которыми 

можно взвесить любой груз, не превышающий 127 г. 
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Таким образом, получается, что указанными семью 

гирями можно взвесить больший груз, чем когда мы 

пользуемся упомянутым ранее набором из восьми 

гирь, которыми можно взвесить лишь грузы до 110 г.

Во избежание недоразумений следует заметить, что 

такие гири, численная величина которых совпадает с 

числами ряда степеней двух, всё-таки неудобны, по 

причине, на которой мы останавливаться не будем1.

Из решения заданной в этом параграфе задачи лег-

ко извлечь чрезвычайно важное предложение, которое 

нам пригодится в дальнейшем и которому мы дадим 

следующую формулировку:

Каждое число может быть представлено в виде сум-
мы степеней числа 2 и притом так, что каждая степень 
входит в эту сумму не более одного раза2.

Вопрос 10. Не будет ли набор разновесок в 1 г, 2 г, 

4 г, 8 г, 16 г, 33 г, 65 г, которым можно взвесить также 

128 г и 129 г, более выгоден, чем набор в 1 г, 2 г, 4 г, 

8 г, 16 г, 32 г и 64 г?

Вопрос 11. Какими гирями (в минимальном числе) 

можно заменить набор разновесок в 1 г, 2 г, 2 г, 5 г, 

10 г, 20 г, 20 г, 50 г, 100 г, 200 г, 200 г?

§ 3. ОТГАДЫВАНИЕ ЗАДУМАННЫХ ЧИСЕЛ 
И ПРЕДМЕТОВ

Данное в конце предыдущего параграфа предложе-

ние, что всякое число можно представить в виде сум-

мы различных степеней числа 2, имеет применение в 

1 Имеется в виду простое неудобство счёта: числа, кратные 5 и 
10 (как в наборе из восьми гирь), проще считать, чем степени двух. 
(Примеч. ред.)

2 Это утверждение, по своей сути, является утверждением «су-
ществует двоичная система счисления» — система, на которой ра-
ботают обыкновенные компьютеры и о которой рассказывают в 
современных школах на уроках информатики. (Примеч. ред.)
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многочисленных играх и задачах, которые основаны 

на так называемом двоичном счислении. Некоторыми 

из них мы и займёмся в этом и следующем парагра-

фах1. Ради краткости числа ряда 1, 2, 4, 8… будем 

впредь называть основными числами.

I. Отгадывание задуманного числа

Несколько лиц в отсутствие А задумывают число; 
А берётся отгадать его при условии, что лицо Б, нахо-
дящееся с остальными в комнате, поможет ему, рас-
положив в некотором порядке взятые для игры монеты.

А и Б предварительно сговариваются, что орёл мо-

неты означает ноль, а решка — различные степени 

числа 2, именно, 1 — если решётка стоит на первом 

месте слева, 2 — если на втором, 4 — на третьем, 8 — 

на четвёртом и т. д. Б представляет задуманное число 

как сумму основных чисел 1, 2, 4, 8… Если, например, 

лицо Б образовало из монет фигуру, указанную на 

рис. 22, то это означает следующее. Первая монета 

слева показывает, что первое основное число (т. е. 1) 

должно быть опущено, так как монета лежит орлом 

вверх; напротив, второе и третье основные числа (т. е. 

1 Впрочем, некоторые игры V и VI гл. также основаны на дво-
ичном счислении.

Рис. 22
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2 и 4) должны быть приняты во внимание, так как вто-

рая и третья монета лежат вверх решкой; четвёртое 

основное число (8) надо пропустить; пятое (16) сле-

дует принять во внимание. Задуманное число равно 

2 + 4 + 16 = 22, которое А и провозглашает изумлён-

ным присутствующим.

II. Отгадывание задуманной картинки

На большом картоне нарисовано 32 различных изо-
бражения, в 4 ряда по 8 в каждом. Лицо А предлагает 
лицу X задумать одну из картинок и берётся её отга-
дать.

Кроме большого картона с 32 рисунками, называе-

мого основным картоном, лицо А имеет ещё 5 неболь-

ших карточек; на каждой из них воспроизведены 

16 рисунков основного картона (2 ряда по 8 в каждом). 

А показывает лицу X один за другим эти небольшие 

карточки, каждый раз спрашивая, нет ли на них за-

думанного рисунка. На основании получаемых ответов 

А отгадывает задуманный рисунок.

Очевидно, что сущность игры не изменится, если 

заменить 32 рисунка 32 различными числами, от 1 до 

32 включительно. Первый рисунок заменяется чис-

лом 1, второй — 2, последний — числом 32; причём 

8 рисунков первой строки сверху обозначаются числа-

ми от 1 до 8 слева направо, 8 рисунков второй строки 

сверху — числами от 9 до 16 тоже слева направо и т. д. 

Каждое из чисел 1—31 может быть представлено в виде 

суммы основных чисел 1, 2, 4, 8, 16 (последнее чис-

ло 32, которое также есть основное число, мы пока не 

будем принимать во внимание). Далее, будем предпо-

лагать, что каждое из чисел 1, 2, 3… 31 представлено в 

виде суммы основных чисел, например, число 23 в 

форме 1 + 2 + 4 + 16. Получим 31 сумму. Можно ли 
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узнать, сколько среди них имеется сумм, содержащих 

основное число 1? Очевидно, что 1 входит в качестве 

слагаемого во все суммы, изображающие нечётные 

числа, т. е. 1, 3, 5, 7 … 31. Таких чисел всего 16, по-

этому единица входит в 16 сумм.

Эти 16 нечётных чисел, или соответствующие им 

рисунки, нанесены на одной из пяти карточек. Но не 

только основное число 1 входит в нашу 31 сумму 

16 раз; нетрудно убедиться, что каждое из остальных 

основных чисел — 2, 4, 8 или 16 — также входит в них 

16 раз; например, основное число 16 входит во все 

суммы чисел от 16 до 31. Поэтому на второй из пяти 

карточек наносятся числа, содержащие в качестве сла-

гаемого основное число 2, или соответствующие им 

рисунки. Таким же образом для основных чисел 4, 8, 

16 приготавливаются остальные три карточки. Чис-

ло 32, или соответствующий ему рисунок, не входит 

ни в одну из этих карточек. Пять карточек, с нанесён-

ными на них в возрастающем порядке числами, имеют 

I II III IV V

1 2 4 8 16

3 3 5 9 17

5 6 6 10 18

7 7 7 11 19

9 10 12 12 20

11 11 13 13 21

13 14 14 14 22

15 15 15 15 23

17 18 20 24 24

19 19 21 25 25

21 22 22 26 26

23 23 23 27 27

25 26 28 28 28

27 27 29 29 29

29 30 30 30 30

31 31 31 31 31

Рис. 23
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вид, изображённый на рис. 23. Заменив в них числа 

соответствующими им рисунками, расположенными в 

2 горизонтальных ряда по 8 в каждом, мы получим 

5 карточек, о которых говорилось в начале этого пара-

графа.

Если лицо X укажет, что задуманный им рисунок 

находится, например, на карточках II, III и V и отсут-

ствует на I и IV, то лицо А будет рассуждать следу-

ющим образом. Числа каждой из карточек, как сказа-

но, содержат в качестве слагаемого соответственно 

числа 1, 2, 4, 8, 16 (на нашем рис. 23 на каждой кар-

точке верхнее число и есть соответствующее ему ос-

новное число). Поэтому задуманному рисунку соот-

ветствует число, содержащее в качестве слагаемых 

второе, третье и пятое основные числа, т. е. 2, 4 и 16, 

но не содержащие первого и третьего из них (1 и 8).

Задуманный рисунок занимает на основном карто-

не 2 + 4 + 16 = 22-е место.

Если же задуманный рисунок не находится ни на 

одной из небольших карточек, то это означает, что он 

занимает последнее, т. е. 32-е место на основном кар-

тоне.

§ 4. БАШНЯ ЛЮКА

Игра, придуманная французским математиком 

Люка, состоит из доски с тремя вертикально вставлен-

ными в неё палочками; на одной из них нанизаны пи-

рамидально одна на другую несколько (у нас восемь) 

круглых пластинок различной величины.

Игра заключается в том, что требуется перенести 
все пластинки на одну из свободных палочек, причём од-
ним ходом (приёмом) можно переносить лишь одну пла-
стинку, имея право накладывать её только на большую, 
но никак не меньшую, ранее перенесённую.
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Естественно, цели нужно достигнуть возможно мень-

шим числом ходов, избегая ненужных перенесений.

Пусть С — та палочка, на которую должны быть пе-

ренесены пластинки, а А — палочка, на которой в на-

чале игры они находятся, как показано на рис. 24. На-

чнём игру лишь с двух пластинок, удалив все остальные. 

Тогда верхнюю меньшую пластинку придётся перене-

сти на палочку В, затем нижнюю большую — на палоч-

ку С и, наконец, меньшую с палочки В на палочку С.

Имея лишь две пластинки, мы, таким образом, мо-

жем достигнуть цели всего только двумя перемещени-

ями. Если же взять три пластинки — мы их назовём 

числами 1, 2, 3 (считая сверху), то прежде, чем трогать 

самую большую пластинку 3, необходимо перенести 

пластинки 1 и 2 на одну из палочек В и С, выбрав её 

так, чтобы потом пластинку 3 можно было перенести 

на С. Поэтому С должна остаться свободной, т. е. пла-

стинки 1 и 2 придётся сперва перенести на В. Это до-

стигается тремя перемещениями, а именно пластинка 

1 переносится с А на С, пластинка 2 — с А на В и, 

наконец, пластинка 1 — с С на В. По существу, здесь 

мы решили задачу с двумя пластинками, которые тре-

бовалось только перенести на В, а не на С. Затем пере-

носим пластинку 3 с А на С; теперь уже остаётся пере-

нести пластинку 1 и 2 с В на С, что опять достигается 

A
B

C

Рис. 24
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тремя перенесениями (пластинка 1 с В на А, пластин-

ка 2 — с В на С, пластинка 1 — с А на С). При трёх 

пластинках необходимо, следовательно, семь перене-

сений. Легко предвидеть число перемещений с боль-

шим числом пластинок. Чтобы перенести четыре пла-

стинки с А на С, придётся прежде всего пластинки 1, 

2 и 3 перенести с А на В (7 перенесений), затем пла-

стинку 4 — с А на С (1 перенесение) и, наконец, пла-

стинки 1, 2 и 3 — с В на С (7 перенесений), следова-

тельно, всего понадобится 15 перенесений. Итак, для 

перемещения четырёх пластинок придётся решить 

прежде всего задачу с тремя пластинками, т. е. анало-

гичную предыдущей, где лишь В и С поменялись ро-

лями. Поэтому если решение предыдущей задачи на-

чиналось с «пластинка 1 переносится с А на С», то это 

начнётся с «пластинка 1 переносится с А на В». При-

соединяя сюда первую задачу, мы можем составить 

следующую таблицу для первого перемещения:

при 2 пластинках: пластинка 1 переносится с А на В
при 3 пластинках: пластинка 1 переносится с А на С
при 4 пластинках: пластинка 1 переносится с А на В.

Так как при каждом увеличении числа пластинок 

на 1 палочки В и С меняются ролями, то всегда первый 

ход либо начинается так: «пластинка 1 переносится с 

А на B» либо же: «пластинка 1 переносится с А на С»; 

и первый случай бывает при чётном числе пластинок, 

второй же — при нечётном. Называя С конечной, а В 

вспомогательной палочкой, мы можем сказать:

При нечётном числе пластинок игра начинается с 
переноса меньшей пластинки на конечную палочку, а при 
чётном числе пластинок — на вспомогательную.

Это правило, легко запоминающееся, имеет боль-

шое значение в практике игры; смешение же этих двух 

случаев безусловно исключается, если ещё принять во 
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внимание, что в наиболее простом случае, с одной 

пластинкой, правило очевидно само по себе.

Для числа требуемых перенесений мы получили:

при 1 пластинке — 1 перенесение

при 2 пластинках — 3 перенесения

при 3 пластинках — 7 перенесений

при 4 пластинках — 15 перенесений.

Полагая, что читатель отгадал закон образования 

числа перенесений, мы подойдём к этому вопросу с 

более удобной точки зрения. Спросим себя: сколько 

из 15 перенесений, необходимых для игры с четырьмя 

пластинками, приходится на пластинку 1, 2, 3, 4? Из 

трёх перенесений, необходимых для игры с двумя пла-

стинками, два перенесения приходятся на пластинку 

1 и одно на 2. Это мы запишем так:

2 пластинки:

Пластинка 1 ........ 2 перенесения

Пластинка 2 ........ 1 перенесение

И т о г о ............... 3 перенесения

При трёх пластинках решение расчленяется на три 

ступени: перенесение пластинок 1 и 2 с А на В, пла-

стинки 3 — с А на С и пластинок 1 и 2 с В на С. От-

сюда видно, что перенесение двух пластинок (1 и 2) 

происходит дважды, поэтому число перенесений этих 

пластинок удваивается по сравнению с ранее разо-

бранным случаем. Имеем:

3 пластинки:

Пластинка 1 ........ 4 перенесения

Пластинка 2 ........ 2 перенесения

Пластинка 3 ........ 1 перенесение

И т о г о ............... 7 перенесений



4 пластинки:

Пластинка 1 ........ 8 перенесений

Пластинка 2 ........ 4 перенесения

Пластинка 3 ........ 2 перенесения

Пластинка 4 ........ 1 перенесение

И т о г о ............... 15 перенесений

Числа перенесений отдельных пластинок, считая 

снизу вверх (1, 2, 4, 8 в последнем случае), суть сте-

пени числа 2; и не только в этих простейших случаях, 

но и в более сложных, как нетрудно убедиться посте-

пенным переходом от одного случая к следующему. 

При таком переходе числа перенесений предыдущего 

столбца удваи ваются и снизу приписывается 1. Об-

щее число перенесений в каждом отдельном случае 

на 1 меньше ближайшей степени числа 21; например, 

при пяти пластинках общее число перенесений рав-

но 31 (25 – 1 – 32 – 1).

Вопрос 12. Сколько понадобится всех перенесений 

для семи пластинок? Сколько перенесений придётся в 

этом случае на пластинку 1 и на пластинку 5?

1 У которой показатель степени равен числу пластинок.
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Глава V

МЕЛЕДА

В Лейпцигском музее имеется замечательная игра 

китайского происхождения, изображённая на рис. 25. 

Верхняя часть её состоит из челнока в форме ножниц 

с соединёнными концами и девяти колец; металличе-

ские части всей игры сделаны из жёлтой меди. Эта 

остроумная игра известна в Европе с XIX в. и в раз-

личных государствах носит разные названия. Мы на-

зовём её меледой. Для лучшего уяснения сущности 

игры возьмём вместо китайского экземпляра с девятью 

кольцами более простой с меньшим числом колец. На 

рис. 26 дано схематическое изображение меледы с 

пятью кольцами. Устройство и сущность игры заклю-

чаются в следующем:

Каждое из пяти колец, надетых на челнок, прикре-
плено посредством проволоки к пластинке (на нашем 
рисунке пластинка обозначена буквой а). Каждая про-
волока проходит через челнок; кроме того, проволока, 

прикреплённая к какому-либо кольцу, проходит внутрь 
соседнего, находящегося от него влево, за исключением 
первой проволоки (на рис. 26 первая слева). Требуется 
снять с челнока всю систему колец вместе с пластин-
кой.

Читатель, незнакомый с теорией игры, наверное, 

возьмёт прежде всего в левую руку рукоятку челнока, 

а правой будет тянуть все кольца к концу челнока, в 
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результате все кольца повиснут на одной из дуг чел-

нока; в конце концов читатель убедится, что выбран-

ный им способ не достигает цели, а лишь спутывает 

проволоки. На самом же деле легко заметить, что от-

дельные кольца могут быть спущены с челнока вниз; 

при этом они снимаются с него, а затем пропускают-

ся между его дугами. Возникает вопрос: в каком по-

рядке следует производить эти манипуляции с коль-

цами, чтобы поскорее отделить челнок от колец с 

пластинкой? Желая спустить 5-е кольцо, следует его 

прежде всего снять с челнока, а затем продеть между 

дугами последнего. Если желают спустить 4-е кольцо, 

то снимают одновременно с челнока 4 и 5, а затем 

4-е кольцо продевается между дугами, 5-е же надева-

ется обратно на челнок. Если же желают спустить 4-е 

и 5-е кольца вместе, то их снимают сразу с челнока, 

затем одновременно же продевают между дугами. 

Процесс освобождения челнока от 1-го кольца будем 

называть спусканием, а обратную манипуляцию — 

поднятием; при этом обозначим кольца номерами, 

Рис. 25

1 2

a

3 4 5

Рис. 26
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указанными на рис. 26. Нетрудно убедиться в спра-

ведливости следующего правила:

Кольцо может быть поднято или спущено, когда сле-
дующее за ним справа надето на челнок, а остальные, 

находящиеся по ту же сторону, уже спущены; только 
последнее кольцо (5) при всяких положениях может быть 
поднято или спущено.

Пусть нам дано расположение колец, изображённое 

на схеме:

1 2 3 4 5

О О

О О О,

где черта обозначает челнок, кружки над ней — кольца 

поднятые (надетые); кружки под ней — кольца спущен-

ные. В таком случае кольцо 2 может быть поднято, по-

тому что следующее за ним кольцо (3) находится на 

челноке, а кольца (4 и 5), следующие за последним (3), 

спущены. Напротив, кольца 1 и 3 не могут быть спуще-

ны, а кольцо 4 не может быть поднято; но если поднять 

последнее (5) кольцо, то удастся поднять и кольцо 4.

Чтобы решить нашу основную задачу, а именно 

спустить с челнока все кольца, следовало бы прежде 

всего спустить кольцо 1, так как в дальнейшем мы его 

сможем исключить из рассмотрения, а удаление остав-

шихся четырёх колец представляет, понятно, ту же 

основную задачу, но с меньшим числом колец. Но 

чтобы спустить кольцо 1, согласно нашему правилу, 

необходимо, чтобы кольцо 2 было на челноке, а коль-

ца 3, 4 и 5 — спущены. Для спуска кольца 3 необхо-

димо, чтобы кольцо 4 было на челноке, а кольцо 5 

спущено. Следовательно, мы приходим к выводу, что 

для спуска кольца 3 необходимо получить такое рас-

положение колец, при котором кольцо 4 находится на 
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челноке, а кольцо 5 спущено. Поэтому, взяв челнок с 

надетыми пятью кольцами, спускаем кольцо 5, тогда 

нам не представит труда спуск кольца 3. Получим та-

кое расположение колец:

1 2 3 4 5

О О О

О О.

Чтобы спустить кольцо 4, необходимо (по нашему 

правилу) прежде всего поднять кольцо 5 и затем одно-

временно спустить кольца 4 и 5 так, как было указано 

выше. Получим уже такое расположение колец:

1 2 3 4 5

О О

О О О,

необходимое, как было сказано, для того, чтобы мож-

но было спустить кольцо 1. В результате имеем сле-

дующее расположение:

1 2 3 4 5

О

О О О О.

Теперь можно уже исключить из рассмотрения коль-

цо 1. Далее, постараемся спустить кольцо 2, для чего 

необходимо поднять кольцо 3. Но это возможно лишь 

тогда, когда поднято кольцо 4, а последнее достигает-

ся поднятием кольца 5. Поэтому необходимо прежде 

всего поднять одновременно кольца 4 и 5, а это, как 

было сказано выше, возможно. Получим такое распо-

ложение:
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1 2 3 4 5

О О О
.

О О

Для поднятия кольца 3 необходимо спустить кольцо 5, 

так что последовательно получим следующие два рас-

положения:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

О О и О О О

О О О О О.

Но для спуска кольца 2 нужно не только чтобы 

кольцо 3 было на челноке, но и чтобы кольца 4 и 5 

были спущены, для чего необходимо поднять кольцо 

5; в результате получим расположение:

1 2 3 4 5

О О О О .

О

Это расположение есть по существу начальное рас-

положение нашей игры с четырьмя кольцами. От это-

го же расположения спусканием колец 4 и 5 переходим 

к такому:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

О О , а от него к О

О О О О О О О,

чем исключается из рассмотрения и кольцо 2. Для спу-

ска кольца 3 необходимо поднять кольцо 4, а для этого 

необходимо, в свою очередь, поднять кольцо 5; поэтому 

мы поднимаем одновременно кольца 4 и 5 и получаем 

расположение:
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1 2 3 4 5

О О О

О О

(начальное расположение игры с тремя кольцами). От 

этого расположения переходим к такому:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

О О , затем к О

О О О О О О О.

Подняв кольцо 5 и спустив одновременно кольца 4 и 

5, отделим, наконец, систему колец от челнока. Зада-

ча, таким образом, решена.

Обратно, чтобы вновь надеть все кольца на челнок, 

приходится повторить те же манипуляции, но в обрат-

ном порядке, заменяя слово «спуск» словом «подня-

тие», а слово «поднятие» — словом «спуск». А именно:

1. Поднятие 4 и 5.

2. Спуск 5.

3. Поднятие 3.

4. Поднятие 5.

5. Спуск 4 и 5.

6. Поднятие 2.

7. Поднятие 4 и 5.

8. Спуск 5.

9. Спуск 3.

10. Поднятие 5.

11. Спуск 4 и 5.

12. Поднятие 1.

13. Поднятие 4 и 5.

14. Спуск 5.

15. Поднятие 3.

16. Поднятие 5.

От математического обоснования предыдущих вы-

водов мы вынуждены здесь отказаться. Заметим лишь, 

что эта теория тесно связана с теорией ряда степеней 2 

(с. 46). Исходя из неё можно доказать, что избранный 

нами способ решения задачи — самый короткий. Этот 

способ решения, применённый нами к частному случаю 

игры, а именно — с пятью кольцами, требует 16 опера-
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последних колец (4 и 5) за одну операцию. Математиче-

ская теория этой игры даёт возможность определить 

наименьшее число операций для любого числа колец. 

Здесь мы даём лишь таблицу числа таких операций для 

сравнительно небольшого числа колец.

Число колец Число операций

2 1

3 4

4 7

5 16

6 31

7 64

8 127

9 256

10 511

11 1024

12 2047

20 524287

При 65 кольцах наименьшее число требуемых опе-

раций выражается 20-значным числом, на 1 большим 

числа всех пшеничных зёрен шахматной доски (с. 40).

Вопрос 13. Каково должно быть начальное положе-

ние пяти колец, при котором потребуется наибольшее 

число операций, чтобы снять с челнока все кольца? 

Сколько операций потребуется в этом случае?
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Глава VI

НИМ

§ 1. ОПИСАНИЕ ИГРЫ И КРАТКОЕ 
ИЗЛОЖЕНИЕ ЕЁ ТЕОРИИ

Происхождение этой игры неизвестно. В неё издав-

на играли в некоторых американских школах; на аме-

риканских ярмарках можно было иногда видеть даже 

группы взрослых, играющих в неё. В Германии эта 

игра была известна чаще под названием «Фан-Тан». 

Но так как этим именем в Китае называют другую, 

очень азартную игру, весьма там популярную, нам 

пришлось заимствовать у американского математика 

другое название, данное в заголовке настоящей главы.

Для этой игры берётся обыкновенно некоторое коли-
чество однородных предметов, например спичек или ка-
мешков. Играют двое. Начинают с того, что образуют, 
например, из камешков три кучки, каждая из которых 
содержит не более 7, но не менее 1 камешка (мы мог-
ли бы выбрать вместо 7 другое число, но остановились 
на нём ради простоты изложения). Один из играющих 
берёт из какой-либо кучки произвольное число камешков, 
хотя бы 1, но может взять и все или, например, 5, 3 и 
т. д. В пределах одной кучки и только одному играюще-
му предоставлена, таким образом, полная свобода; выбор 
кучки также свободен, но играющий не может брать 
камешки одновременно из двух или трёх кучек. Затем 
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второй из играющих со своей стороны по тем же прави-
лам продолжает игру, причём может остановить свой 
выбор или на кучке, из которой взял первый, или на дру-
гой. Так попеременно продолжают игру, пока имеются 
камешки. Выигрывает тот, кто возьмёт последний ка-
мень.

Каждое изъятие камешков будем для сокращения 

называть ходом. Математическая теория игры по-

кажет, что один из играющих должен непременно 

выиграть. Выиграет сделавший первый ход или его 

партнёр, зависит исключительно от начального поло-

жения камней.

Отдельные стадии, на которые распадается игра, 

вполне характеризуются числом камешков в каждой из 

трёх кучек. Если в начале или посреди игры одна куч-

ка содержит 1 камешек, вторая — 4, третья — 6, мы 

запишем это так: 1, 4, 6 — говоря, что рассматривае-

мая стадия игры имеет позицию 1, 4, 6. При этом (по 

причинам, указанным ниже) ряд определённых пози-

ций, именно

1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7

1, 4, 5 2, 5, 7 3, 5, 6

1, 6, 7

(Система I),

мы будем называть особенными, а остальные — на-

пример, 1, 4, 6 или 3, 4, 4 — обыкновенными. Чита-

тель, конечно, поймёт, что число обыкновенных по-

зиций значительно больше числа особенных. Если, 

например, в одной кучке 2 камешка, в другой — 4, то 

позиция будет особенной лишь в том случае, когда в 

третьей кучке их будет 6. Во всех остальных случаях, 

т. е. когда в третьей кучке имеется 1, 2, 3, 4, 5 или 

7 камешков, позиция будет обыкновенной, потому что 

в системе I мы находим позицию 2, 4, 6, но не 2, 4, 1, 
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или 2, 4, 2, или 2, 4, 3 и т. д. Если убрана целая кучка, 

то называют особенными позициями лишь те, у кото-

рых оставшиеся кучки содержат одинаковое количе-

ство камешков; все остальные позиции с двумя кучка-

ми, содержащими неодинаковое количество камешков, 

будут обыкновенными. Позиции с одной кучкой мы 

будем называть также обыкновенными. Таким обра-

зом, к особенным позициям системы I необходимо 

присоединить следующие особенные позиции:

0, 1, 1 0, 4, 4 0, 6, 6

0, 2, 2 0, 5, 5 0, 7, 7

0, 3, 3

(Система II),

а также позицию 0, 0, 0, доставляющую победу игроку, 

достигшему её. Включая последнюю, мы имеем, таким 

образом, 15 особенных позиций, в то время как про-

стой подсчёт показывает, что обыкновенных позиций 

всего 105. Для особенных позиций имеем следующие 

два предложения, которые будут доказаны в § 2:

1) От особенной позиции нельзя одним ходом перейти 
к такой же особенной, но можно перейти лишь к обык-
новенной.

2) От обыкновенной позиции можно одним ходом пе-
рейти к одной из многих обыкновенных же, но, кроме 
того, по крайней мере к одной из особенных.

В дальнейших параграфах мы увидим, что особен-

ные позиции дают возможность играющему выиграть. 

Поэтому данные только что два предложения приводят 

к следующему правилу игры:

Игрок должен стремиться своим ходом достичь осо-
бенной позиции. Если её достиг, например, игрок А, то Б 
своим ходом может перейти от этой особенной позиции 
лишь к обыкновенной, согласно предложению 1. Тогда А 
(предложение 2) может её превратить опять в особен-



64

ную и т. д. Таким образом, игрок А своими ходами будет 
получать одну за другой особенные позиции и в результа-
те неизбежно выиграет.

§ 2. ОБОСНОВАНИЕ ТЕОРИИ ИГРЫ

Нетрудно убедиться в справедливости данных в пре-

дыдущем параграфе двух предложений. Для этой цели 

рассмотрим отдельные частные случаи. Для доказатель-

ства первого предложения разберём особенную позицию 

системы II, например 0, 5, 5. Легко понять, что ближай-

шим ходом она необходимо должна превратиться в 

обыкновенную позицию. Ведь при этом одна из остав-

шихся кучек может совсем исчезнуть или число её ка-

мешков может уменьшиться и тем самым стать меньше 

второй, поэтому позиция 0, 5, 5 может перейти в 0, 0, 5 

или, например, в 0, 2, 5; но последние позиции по на-

шему определению — обыкновенные. Таким образом, 

особенная позиция системы II каким бы то ни было 

ходом переводится в обыкновенную, что и соответству-

ет предложению 1. Но это же предложение будет спра-

ведливо и для позиции системы I; чтобы доказать это, 

рассмотрим позицию 2, 5, 7. Если ближайшим ходом 

мы уберём одну из кучек, то наша позиция перейдёт в 

обыкновенную, так как оставшиеся кучки будут содер-

жать неравное число камешков. Остаётся рассмотреть 

тот случай, когда ближайшим ходом мы уменьшаем 

число камешков одной кучки, так что их останется по-

прежнему 3. Если уберём 1 камешек из первой кучки, 

то вновь образовавшаяся позиция 1, 5, 7 — обыкновен-

ная, так как в списке особенных позиций системы I, 

содержащих число 1, нет содержащих одновременно 5 

и 7 (система I, первый столбец). При уменьшении же 

числа камешков второй кучки в первой, во всяком слу-

чае, будет по-прежнему 2, а в третьей — 7. Но в систе-
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ме I имеется 1 позиция, содержащая одновременно 2 и 

7 камешков, именно позиция 2, 5 и 7, которую мы и 

рассматриваем. Поэтому при уменьшении второй кучки 

получается обыкновенная позиция. Рассуждая таким же 

образом, можно убедиться, что при уменьшении третьей 

кучки получается опять-таки обыкновенная позиция.

Читатель, наверное, уже сам догадался, в чём тут 

суть. Система I особенных позиций составлена так, что 

два числа каждой позиции, например 3 и 7 позиции 3, 

4, 7, входят одновременно лишь только в последнюю и 

нет другой, которая содержала бы 3 и 7. С другой сто-

роны, каждая пара чисел, например 2 и 5, непременно 

входит в одну, и только одну, из позиций системы I, а 

именно в 2, 5, 7. Нам ещё придётся вернуться к более 

глубокому изучению системы I, а теперь, для наглядно-

го её представления, воспользуемся следующим при-

мером. Пусть числами 1, 2 … 7 обозначены члены игор-

ного клуба, где играют в скат — игра, возможная только 

при трёх партнёрах; назовём этих членов так: первого — 

Ивановым, второго — Улановым, третьего — Капусти-

ным, четвёртого — Сидоровым, пятого — Петровым, 

шестого — Матвеевым, седьмого — Александровым. 

Комбинациям трёх чисел системы I здесь соответствуют 

партии в скат трёх членов клуба. Система I содержит 

только 7 позиций; пусть эти 7 позиций соответствуют 

7 дням недели, т. е. из членов клуба каждый вечер не-

дели играют лишь трое. Составим теперь расписание 

игры в клубе, положив в основание систему I:

Воскресенье: Иванов, Уланов, Капустин (1, 2, 3).

Понедельник: Уланов, Сидоров, Матвеев (2, 4, 6).

Вторник: Капустин, Сидоров, Александров (3, 4, 7).

Среда: Иванов, Сидоров, Петров (1, 4, 5).

Четверг: Уланов, Петров, Александров (2, 5, 7).

Пятница: Капустин, Петров, Матвеев (3, 5, 6).

Суббота: Иванов, Матвеев, Александров (1, 6, 7).

3 В. Аренс
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Легко заметить следующее: каждый член клуба иг-

рает одинаковое число раз в неделю, а именно 3 раза. 

При этом каждый из них играет лишь 1 раз в неде-

лю с каждым из остальных: в первый вечер с какими-

либо двумя, во второй — с двумя другими, в третий — 

с двумя остальными1. Например, Капустин играет в 

воскресенье, вторник и пятницу, в воскресенье с 

 Ивановым и Улановым, во вторник с Сидоровым и 

Александровым, в пятницу с Петровым и Матвеевым. 

Этого достаточно для наглядного изображения систе-

мы I.

Постараемся теперь объяснить второе предложе-

ние. Первая его часть, заключающаяся в том, что 

обыкновенная позиция одним ходом может быть при-

ведена к другой обыкновенной, например 1, 2, 5 — в 

1, 2, 4, или в 1, 2, 2, или в 1, 2, 1, или в 1, 2, 0, не 

нуждается в доказательстве. Остаётся доказать вторую 

часть предложения, а именно, что всякая обыкно-

венная позиция может быть приведена одним лишь 

ходом по крайней мере к особенной. Легче всего до-

казывается это для двух кучек. Пусть, например, име-

ется позиция 0, 4, 7; чтобы получить из неё особен-

ную позицию, следует лишь в обеих кучках уравнять 

число камешков, что и достигается уменьшением 

большой на 3 камешка; тогда имеем позицию 0, 4, 4. 

Если в обыкновенной позиции имеется только одна 

кучка, так что позиция имеет, например, вид 0, 0, 4, 

то само собой разумеется, что ближайшим ходом сле-

дует убрать и эту кучку; получается особенная пози-

ция 0, 0, 0, означающая выигрыш взявшего кучку2. 

Если имеется обыкновенная позиция с тремя кучка-

1 Здесь не принимается во внимание, как распределяются вече-
ра какого-либо члена — следуют ли они один за другим подряд или 
в каком-либо ином порядке.

2 Читатель видит, что присоединение позиции 0, 0, 0 к особен-
ным позициям не произвольное, а имеет глубокое основание в са-
мой сущности игры.
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ми, например 3, 6, 7, то ни в коем случае не следует 

убирать целую кучку. В данном случае надо лишь ка-

кую-либо кучку уменьшить. Если мы пожелаем умень-

шить число камешков первой кучки, то числа 6 и 7 

останутся без изменения. Единственной же особенной 

позицией, в которую входят одновременно 6 и 7, яв-

ляется 1, 6, 7, поэтому необходимо уменьшить число 

камешков первой кучки с 3 до 1. Таким же образом 

придём к выводу, что вторую кучку следовало бы 

уменьшить с 6 до 4 или третью — с 7 до 5, чтобы по-

лучить соответственно особенные позиции 3, 4, 7 и 3, 

6, 5. В данном случае ближайшим ходом можно пе-

рей ти от обыкновенной к особенной тремя способа-

ми. В общем же случае такие возможности не всегда 

предоставляются; для нас же достаточно, если имеет-

ся хотя бы одна такая возможность. Возникает вопрос: 

всегда ли предоставится такая возможность? Если мы 

не ответим на него, то в нашем доказательстве будет 

большой пробел. С другой стороны, исчерпывающий 

ответ заставит нас углубиться в математическую тео-

рию игры. Читатель, не интересующийся ею, может 

её пропустить и прямо перейти к § 3.

Следовало бы уже раньше ответить на вопрос: чем, 

собственно, отличается особенная позиция от обык-

новенной и каким образом могут быть получены 

 особенные позиции, в частности позиции системы I? 

Чтобы ответить на этот вопрос, прежде всего на-

помним читателю о ряде степеней числа 2 (с. 42), на-

чинающемся с 1 и в котором каждое число начиная 

со 2-го равно удвоенному предшествующему: 1, 2, 4, 

8, 16… Для дальнейшего нам понадобится лишь на-

чало ряда …1, 2, 4. Напомним только, что любое чис-

ло может быть представлено в виде суммы чисел это-

го ряда (с. 45); числа от 1 до 7, которые для нас в 

данном случае наиболее важны, могут быть представ-

лены так:
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4 2 1

1 = 1

2 = 2

3 = 2 + 1

4 = 4

5 = 4 + 1

6 = 4 + 2

7 = 4 + 2 + 1.

Числа 4, 2, 1 ради краткости будем называть основ-

ными числами (с. 46). Возьмём какую-либо позицию 

системы I, например 3, 4, 7, и подпишем её числа одно 

под другим в виде сумм основных чисел:

3 = 2 + 1

4 = 4

7 = 4 + 2 + 1.

По правую сторону знаков равенства (=) каждое из 

основных чисел в каждом столбце входит 2 раза. Во-

обще, во всякую позицию системы I, числа которой 

представлены в виде сумм основных чисел, каждое ос-

новное число входит либо два, либо ни одного раза. 
Примером второго случая может служить особенная 

позиция 2, 4, 6:

2 = 2

4 = 4

6 = 4 + 2,

в которую основные числа 2 и 4 входят по 2 раза, а 

основное число 1 — ни одного. Но никогда основные 

числа не входят во все суммы особенной позиции 

1 или 3 раза; если же это случается, то позиция непре-

менно должна быть обыкновенной. Что «особенные» 
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позиции системы II обладают тем же свойством по 

отношению к основным числам, видно из того, что 

каждая из них, если не принимать во внимание 0, со-

стоит из двух равных чисел, так что это свойство вы-

полняется само собой. Но все позиции систем I и II 

не только обладают указанным свойством, присущим 

вообще особенным позициям, но они и единствен-
ные, имеющие это свойство. Взяв какую-либо «обык-

новенную» позицию, — следовательно, не находящу-

юся в системах I и II, — можно убедиться, что она не 

имеет указанного свойства. Возьмём, например, по-

зиции 1, 2, 4 и 3, 6, 7, не принадлежащие к системам I 

и II, и представим их числа в виде сумм основных 

чисел:

1 = 1 3 = 2 + 1

2 = 2 6 = 4 + 2

4 = 4 7 = 4 + 2 + 1.

В первой основные числа 1, 2, 4 встречаются лишь 

по 1 разу; во второй числа 4 и 1 — по 2, а основное 

число 2 — 3 раза. Обе позиции не обладают требуемым 

свойством. Ради полноты заметим, что позиция 0, 0, 0 

также удовлетворяет установленному свойству, а по-

тому мы имеем вполне законное основание причис-

лить её к особенным.

Определение основной позиции этим исчерпано. Те-

перь мы знаем, что если три её числа представить в 

виде сумм основных чисел, то все три суммы, вместе 

взятые, содержат каждое основное число или 2 раза, 

или ни одного. На частных же примерах мы убеди-

лись, что все особенные позиции действительно об-

ладают этим характерным для них свойством, чего 

нельзя сказать об обыкновенных.

Придадим теперь данному определению несколько 

иную форму и ответим на выше поставленный вопрос 
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(с. 67) о способе получения всех особенных позиций. 

Пусть, например, мы исходя из данного нами опреде-

ления особенных позиций ищем такую, которая со-

держит числа 3 и 5. Требуется найти её третье число. 

Мы можем написать:

3 = 2 + 1

5 = 4 + 1.

Так как эти две суммы содержат 4 и 2 по 1 разу, 

а 1 — 2 раза, то третье число искомой позиции долж-

но содержать основные числа 4 и 2 по 1 разу, а основ-

ное число 1 — ни одного раза; следовательно, третье 

число равно 4 + 2 = 6. Полученная позиция 3, 5, 6 

удовлетворяет требованию данного нами определе-

ния особенной позиции, а потому она особенная. Она 

находится среди позиций системы I. Таким обра-

зом, для каждых двух данных чисел можно найти 

одно, и только одно, третье число, которое с данными 

двумя образует особенную позицию: позиция 3, 5, 6 

есть единственная «особенная» позиция, в которую 

числа 3 и 5 входят совместно. Нам теперь легко за-

полнить пробел, допущенный в рассуждениях с. 67. 

Там мы без особенных к тому оснований утверждали, 

что характерным свойством позиций системы I явля-

ется следующее: для каждых двух чисел среди этих 

позиций имеется только одна, в которую они одно-

временно входят. Теперь же это свойство доказано 

вполне. Мы могли бы для каждых двух чисел ряда 1, 

2, 3 … 7 найти третье число, образующее с ними осо-

бенную позицию, подобно тому как сделали это для 

чисел 3 и 5. Выписав все полученные таким обра-

зом позиции системы I и присоединив к ним пози-

ции системы II, мы получили бы все особенные 

 позиции. Для образования позиций системы I нет на-

добности перебирать все комбинации по два числа 
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ряда 1, 2, 3 … 7. Следует лишь заметить, что если бы 

мы исходили не из пары чисел 3, 5, а из пары 3, 6, 

то указанным выше приёмом мы пришли бы, ко-

нечно, к числу 5, т. е. получили бы ту же особенную 

позицию 3, 5, 6; поэтому мы можем игнорировать 

комбинацию 3, 6, раз для этих двух чисел особенная 

позиция (3, 5, 6) уже найдена. Во всяком случае, ука-

занным выше способом легко получить все позиции 

системы I и убедиться, что, кроме позиций систем I 

и II и 0, 0, 0, никакие другие свойствами особенных 

не обладают.

Из предыдущего легко понять, каким образом 

можно от обыкновенной позиции перейти к осо-

бенной. В самом деле: пусть дана обыкновенная по-

зиция. В таком случае по крайней мере одно из 

 основных чисел 4, 2, 1 входит в неё 1 или 3 раза — 

иначе она была бы особенной. Например, позиция 3, 

6, 7 содержит 2 раза основное число 4, 3 раза — 2, 

2 раза — 1:

3 = 2 + 1

6 = 4 + 2

7 = 4 + 2 + 1.

Легко понять, что при переходе от этой позиции к 

особенной нет надобности менять число четвёрок. 

Точно так же нет нужды в изменении числа единиц. 

Напротив, желая удовлетворить условие, которому 

подчиняется особенная позиция, мы должны число 

двоек уменьшить на одну. Для этой цели достаточно 

уменьшить число камешков какой-либо кучки на 2: 

либо уменьшить число камешков первой с 3 до 1, 

либо второй с 6 до 4, либо третьей с 7 до 5. В первом 

случае получается особенная позиция — 1, 6, 7; во 

втором — 3, 4, 7; в третьем — 3, 5, 6. Эти три позиции 

мы получили выше из непосредственного рассмотре-
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ния позиций системы I (с. 62). Рассмотрим ещё в ка-

честве примера позицию, о которой мы упомянули на 

с. 66, именно 1, 2, 4:

1 = 1

2 = 2

4 = 4.

Первое основное число, не удовлетворяющее извест-

ному нам условию особенной позиции, есть число 4 

(читатель, должно быть, заметил, что мы рассматриваем 

раньше число 4, потом 2, а затем лишь 1). Так как эта 

позиция содержит основные числа 2 и 1 по 1 разу, то 

число 4, при переходе к особенной позиции, придётся 

заменить 2 + 1. Во вновь полученную позицию число 4 

совсем не войдёт, а 2 и 1 войдут по 2 раза. Практически 

это означает, что для перехода от обыкновенной пози-

ции 1, 2, 4 к особенной придётся из третьей кучки 

убрать один камешек; получим особенную позицию 1, 

2, 3. Для последнего случая существует лишь один пере-

ход к особенной позиции (для предыдущего — три), так 

как можно лишь уменьшать кучки, а не увеличивать, 

причём одним ходом мы имеем право уменьшать лишь 

одну кучку, но не более. Поэтому мы должны были наи-

большее основное число 4, входящее в позицию 1, 2, 4, 

совершенно устранить и к основным числам 2 и 1, вхо-

дящим также по 1 разу, присоединить ещё одну двойку 

и одну единицу. Таким образом, мы убедились, что 

переход от обыкновенной позиции к особенной всегда 

возможен1, чем вполне доказано предложение второе 

§ 1 настоящей главы (с. 63).

1 Переход от обыкновенной к особенной позиции возможен во 
всех случаях, когда наибольшее основное число входит в позицию 
1 или 3 раза, а некоторые или все остальные основные числа входят 
по 1 разу, так как наибольшее основное число больше суммы всех 
предыдущих основных чисел.
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§ 3. ТЕХНИКА ИГРЫ

Предыдущие рассуждения дают возможность уста-

новить правила, которыми следует руководствоваться 

при игре, хотя, в сущности, они были уже даны, прав-

да, без доказательств, в конце § 1. Так как обыкновен-

ных позиций значительно больше, чем особенных, то 

произвольно взятые три кучки камешков1 в большин-

стве случаев образуют обыкновенную позицию. Начи-

нающий игрок А своим первым ходом превратит на-

чальную позицию в особенную; второй игрок В может 

эту особенную позицию превратить лишь в обык-

новенную; затем А может последнюю превратить в 

особенную и т. д. Игрок А будет последовательно пе-

реходить от одной «особенной» позиции к другой та-

кой же и в результате выиграет2. Таким образом, если 

произвольно взятая начальная позиция — обыкновен-

ная (что, как было сказано, большей частью и бывает), 

то выигрывает начинающий; если же начальная пози-

ция особенная, то выигрывает при правильной игре 

второй игрок.

Как протекает на самом деле игра, легче увидеть на 

частном примере; ходы мы пронумеруем, указывая для 

каждого играющего позицию, достигнутую им данным 

ходом.

Начальная позиция: 4, 5, 6

А В

1) 3, 5, 6 примерно 3, 5, 4

2) 1, 5, 4 примерно 1, 4, 4.

1 Начальное положение выбирается играющими или по жребию, 
или же иным путём; в крайнем случае они могут попросить посто-
роннее лицо, незнакомое с теорией игры, выбрать начальное по-
ложение.

2 Поэтому особенные позиции, к которым, естественно, должен 
стремиться каждый играющий, называют также правильными, а 
обыкновенные — неправильными.
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Игрок А, если он желает выиграть, должен убрать 

последний камень первой кучки, тогда образуется осо-

бенная позиция с двумя кучками с одинаковым чис-

лом камешков (система II), следовательно:

3) 0, 4, 4 примерно 0, 2, 4.

Игрок А должен теперь взять из второй (большей) 

кучки столько камешков, чтобы число последних в 

обеих кучках стало опять одинаковым; следовательно:

4) 0, 2, 2 примерно 0, 1, 2

5) 0, 1, 1 примерно 0, 1, 0

6) 0, 0, 0.

Разумеется, мы отнюдь не обязаны ограничиваться 

максимальным числом 7; мы могли бы установить дру-

гой максимум для числа камешков в каждой кучке. 

И если мы выбрали за такое число 7, то руководство-

вались лишь соображениями удобства: чтобы не за-

темнять сущности игры большими числами. Читатель 

сможет сам, руководствуясь соображениями § 2, со-

ставить систему особенных позиций и для другого 

максимального числа камешков каждой кучки. Напри-

мер, если одна кучка содержит 7 камешков, другая — 

9, то для получения особенной позиции с числами 7 и 

9 придётся представить 7 и 9 в виде суммы основных 

чисел, в состав которых теперь войдёт, кроме 1, 2 и 4, 

ещё число 8:

7 = 4 + 2 + 1

9 = 8 + 1.

Третье число должно быть равно 8 + 4 + 2 = 14; сле-

довательно, особенная позиция, содержащая числа 7 и 9, 

есть 7, 9, 14. Если, например, максимальное число ка-
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системы I получим такую систему особенных позиций:

1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7 4, 8, 12

1, 4, 5 2, 5, 7 3, 5, 6 4, 9, 13

1, 6, 7 2, 8, 10 3, 8, 11 4, 10, 14

1, 8, 9 2, 9, 11 3, 9, 10 4, 11, 15

1, 10, 11 2, 12, 14 3, 12, 15

1, 12, 13 2, 13, 15 3, 13, 14

1, 14, 15

5, 8, 13 6, 8, 14 7, 8, 15

5, 9, 11 6, 9, 15 7, 9, 14

5, 10, 15 6, 10, 12 7, 10, 13

5, 11, 14 6, 11, 13 7, 11, 12

Сюда следует, понятно, присоединить систему всех 

позиций, содержащих два одинаковых числа.

Для игры можно взять не только три кучки, но и 

больше; мы на этом останавливаться не будем, хотя те-

ория игры и в этих случаях мало отличается от изложен-

ной. Можно было бы изменить правило игры, предпо-

ложив, что проигравшим считается тот, кто принуждён 

будет взять последний камень. И в этом случае теория в 

своих существенных чертах не меняется, хотя несколько 

усложняется, и на ней мы останавливаться не будем.

Вопрос 14. Одна кучка содержит 7 камешков, дру-

гая — 25. Сколько камешков должна содержать третья 

кучка, чтобы позиция была особенной?

Вопрос 15. Кто выигрывает при начальной позиции 

3, 17, 18 (предполагается, что оба партнёра играют 

правильно)?

Вопрос 16. Имеется лишь одна кучка в 25 камеш-

ков; каждый из двух партнёров имеет право одним хо-

дом убирать не более 4 камешков. Кто выигрывает — 

первый или второй?
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Глава VII

ХОД КОНЯ

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. ИСТОРИЯ. 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

На обыкновенной шахматной доске с 64 клетками 

в начале игры расположены, как известно, 32 фигуры. 

Все фигуры могут, таким образом, занять половину 

шахматной доски. Различные авторы использовали 

 последнее обстоятельство для следующей игры: пусть 

половина доски заполнена шахматными фигурами, 

расположенными в любом порядке; требуется одним 

конём в произвольной, но непрерывной последова-

тельности снять с доски все фигуры.

В шахматной игре снять фигуру какой-либо дру-

гой — значит поставить последнюю на место первой. 

Конь, который должен снять все фигуры одну за дру-

гой, сам, понятно, в начале игры должен занимать 

одну из 32 клеток. Обычным ходом шахматного коня 

он должен начиная со своей клетки последовательно 

перебывать на всех остальных (т. е. в 31-й) клетках, не 

становясь более одного раза на одну и ту же клетку и 

не переходя на вторую половину доски.

Впоследствии задача эта приняла более общую фор-

му, а именно: конь в произвольной, но непрерывной по-
следовательности должен обойти уже все 64 клетки шах-
матной доски. Эта задача в настоящее время известна 
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под названием «Ход коня». В середине XVIII столетия 

задача эта была ещё мало известна. Даже величайший 

математик того времени Леонард Эйлер ничего не слы-

шал о ней до тех пор, пока она не была ему предложена 

для решения на одном заседании научного общества. 

После этого она, благодаря Эйлеру, получила широкое 

распространение, и уже его молодой современник фон 

Кемпелен (1734—1804), изобрётший шахматный авто-

мат, применил последний для её решения.

Отдельный ход коня, как известно, состоит в том, 

что конь со своей клетки передвигается (безразлично, 

в какую сторону) либо на две клетки в горизонтальном 

и затем на одну клетку в вертикальном направлении, 

либо же, наоборот, на две клетки в вертикальном и на 

одну в горизонтальном. О двух клетках, обладающих 

тем свойством, что от одной из них можно перейти 

конём к другой, говорят, что они связаны ходом коня. 

Максимальное число клеток, связанных ходом коня с 

данной клеткой, как нетрудно понять, не превосходит 

8. Это видно на рис. 27, где заштрихованная клетка 

есть данная, т. е. та, на которой вначале находится 

конь, а 8 клеток, внутри которых поставлены крести-

ки, связаны с ней ходом коня. Эта фигура представля-

ет, конечно, лишь часть всей 64-клеточной шахматной 

Рис. 27
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доски. Если конь находится на клетке ближе к краю 

доски, то других клеток, связанных с первой ходом 

коня, может оказаться 6, 4 или 3. В том же случае, ког-

да конь поставлен на одну из угловых клеток, то дру-

гих, связанных с ней ходом коня, окажется лишь 2.

На нашей фигуре мы не сделали различия между 

чёрными и белыми клетками; в дальнейшем мы их 

пока не будем различать. Читателю нетрудно понять, 

что если на рис. 27 заштрихованная чёрная клетка, то 

все 8 клеток, связанные с ней ходом коня, будут бе-

лые, и наоборот. Следовательно, конь с каждым ходом 

меняет цвет клетки: если вначале он находится на бе-

лой клетке, то ближайшим ходом перейдёт на чёрную, 

с чёрной опять на белую и т. д.

Первую клетку, занимаемую конём, будем называть 

начальной, последнюю — просто последней, а обе 

вместе — конечными. Если конечные клетки связаны 

ходом коня так, что от последней клетки конь одним 

ходом может вернуться на начальную, то ход коня на-

зывают замкнутым, в противном случае — незамкну-

тым, или открытым.

§ 2. ПРИМЕРЫ ХОДА КОНЯ

Число возможных различных ходов коня (т. е. об-

ходов всей доски) до сих пор еще не определено; во 

всяком случае, оно весьма велико. Поэтому мы огра-

ничимся разбором лишь немногих примеров. Прежде 

всего разберём в несколько изменённом виде задачу, 

о которой упоминалось в начале предыдущей главы, а 

именно задачу обойти конём сначала половину шах-

матной доски, а затем, перейдя с её последней клетки 

на вторую половину, обойти и её. Такой двойной ход 

коня изображён на рис. 28. Решение этой задачи при-

писывается Эйлеру. Клетки на этой фигуре обозначе-
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ны числами, указывающими порядок, в каком конь 

последовательно их проходит; читатель, конечно, за-

мечает, что конь сначала обошёл нижнюю половину 

доски, а затем лишь верхнюю.

Этот ход коня, кроме того, будет замкнутым, т. е. в 

данной задаче возможен переход коня с последней 

клетки (64) на начальную (1); следовательно, клетки 64 

и 1 связаны ходом коня. Этим фактом существования 

одного замкнутого хода коня уже доказано, что при лю-

бой начальной клетке всегда существует по крайней 

мере один ход коня, и притом замкнутый. Например, 

чтобы получить ход коня, когда за начальную клетку 

взята клетка 19, достаточно клетки 19—64 обойти в 

прежнем порядке, как указано на рис. 28, затем пе-

рейти конём с 64-й на 1-ю и, наконец, обойти клетки 

1—19 опять в прежней последовательности. Но этим же 

доказано, что при любой начальной клетке возможны 

самое меньшее два хода коня, так как каждый замкну-

тый ход даёт возможность получить другой обходом 

клеток в противоположном направлении. Например, 

из данного на рис. 28 хода коня с направлением (1, 2, 

37 62 43 56 35 60 41 50

44 55 36 61 42 49 34 59

63 38 53 46 57 40 51 48

54 45 64 39 52 47 58 33

1 26 15 20 7 32 13 22

16 19 8 25 14 21 6 31

27 2 17 10 29 4 23 12

18 9 28 3 24 11 30 5

Рис. 28
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3 … 64, 1) можно получить другой ход в противопо-

ложном направлении (1, 64, 63 … 2, 1).

Диаграммы ходов коня большей частью имеют 

чрезвычайно запутанную линию; достигнуть полной 

симметрии при их построении вообще невозможно, 

что вытекает из сущности самой задачи, хотя любите-

ли приложили немало труда для получения более или 

менее изящных диаграмм, но только некоторым из них 

удалось достигнуть положительных результатов. Наи-

более замечательные примеры такого рода диаграмм 

представлены на рис. 29—34, из которых на рис. 29 

изображён крест, на рис. 30 — буква N (Napoleon), на 

рис. 31 — 4-кратное W, на рис. 33 — двойное V, по-

хожее на герб, а рис. 33 в целом представляет нечто 

вроде вазы, наконец, на рис. 34, особенно симметрич-

ном, — нечто вроде цветка. Все эти ходы коня замкну-

тые, только последний открытый.

§ 3. НЕКОТОРЫЕ ПРИЁМЫ ОБРАЗОВАНИЯ 
ХОДОВ КОНЯ

Познакомим читателя с весьма удобным правилом 

для получения ходов коня, часто применяемым на 

практике.

Когда конь находится на какой-либо клетке, то бли-
жайшим ходом, как было сказано выше, можно перейти 
на одну из клеток, связанных с первой ходом коня. Из них 
выбирают ту, которая связана ходом коня с наименьшим 
количеством свободных клеток, так как есть опасение, 
что впоследствии не удастся на неё попасть, и она ока-
жется совсем отрезанной. Для клетки же, связанной 
ходом коня с большим количеством свободных клеток, 
имеется, понятно, большая возможность быть впослед-
ствии достигнутой. Если же можно попасть только на 
такие клетки, которые связаны ходом коня с одинако-
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вым числом других клеток, то безразлично, на какую из 
них станет конь.

На практике это правило имеет большое значение, 

так как даже произвольно начатый ход коня, когда 

значительная часть клеток была уже занята без соблю-

дения этого правила, может быть всё же доведён до 

конца. Пусть, например, нами начат ход коня, причём 

уже заняты 40 клеток (рис. 35) без соблюдения указан-

ного правила. Если при дальнейших отдельных ходах 

мы будем руководствоваться данным правилом, то всё-

таки нам удастся закончить ход коня так, как показа-

но на рис. 36.

Остановимся несколько подробнее на том, как при 

помощи нашего правила возможно от рис. 35 перейти 

к 36; причём, ради простоты, будем обозначать клет-

ки шахматной доски числами рис. 36. Клетка 40, как 

видно из рис. 35, есть последняя клетка беспланового 

движения коня по шахматной доске. Начнём теперь 

применять наше правило. С клетки 40 конь может 

перейти на следующие: 41, 43, 45, 59 и 49. Из них 

клетка 43 имеет три свободных выхода на 42, 44 и 60; 

21 34 9 19 32 7

35 10 20 33 8 18

22 6 31

11 36 17

23 40 30 5

37 12 25 27 16

24 2 39 14 4 29

1 38 13 26 3 28 15

Рис. 35
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клетка 45 также имеет три свободных выхода на 44, 58 

и 46; и столько же выходов имеют клетки 59 и 49. На-

против, клетка 41 имеет лишь два открытых выхода, 

именно: 42 и 43. Мы приходим к выводу, что клетка 

41 из всех других свободных клеток, связанных ходом 

коня с клеткой 40, имеет наименьшее число свобод-

ных выходов; поэтому, согласно правилу, мы должны 

перевести коня с клетки 40 на 41. Для следующего от-

дельного хода коня с клетки 41 приходится рассматри-

вать лишь две возможности: переход на 42 и на 48. Из 

них клетка 48 имеет пока четыре свободных выхода, 

именно: на 47, 63, 49 и 51; напротив, клетка 42 имеет 

только один свободный ход, а именно на 43. Поэтому 

теперь конь должен перейти с клетки 41 на клетку 42. 

Если бы мы этого не сделали, а перевели бы коня с 

клетки 41 на клетку 48, то впоследствии могли бы до-

стигнуть клетки 42, пройдя предварительно 43, но тог-

да выход с клетки 42 был бы отрезан. Следовательно, 

клетка 42 должна была бы быть пропущена или же 

быть последней в ходе коня. С клетки 43 можно перей-

ти либо к 44, либо к 60; последние имеют по три сво-

54 21 34 9 58 19 32 7

35 10 55 20 33 8 57 18

22 53 64 59 56 45 6 31

11 36 49 46 63 60 17 44

50 23 52 61 40 47 30 5

37 12 25 48 27 62 43 16

24 51 2 39 14 41 4 29

1 38 13 26 3 28 15 42

Рис. 36
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бодных выхода. Поэтому, согласно правилу, мы можем 

из них выбрать какую угодно. Если выберем 44, то за-

тем нам придётся занять клетку 45, так как последняя 

имеет только два свободных выхода, между тем как 

клетки 47 и 57, связанные ходом коня с клеткой 44, 

имеют по три таких выхода. Таким образом доводят 

ход коня до конца.

Вопрос 17. Взяв за начальную клетку левую конеч-

ную на рис. 36 и сделав произвольные 36 ходов, про-

должить ход коня, руководствуясь правилом этого па-

раграфа.

Только что изложенный способ позволяет закон-

чить уже начатый ход коня, и в этом отношении он 

является весьма ценным. Но он не имеет строгого те-

оретического обоснования, а поэтому иногда может 

не привести к цели. Мы займёмся теперь двумя дру-

гими методами решения интересующей нас задачи. 

Этими методами нельзя закончить любой начатый ход 

коня, но зато они дают наглядную картину того, как 

составить с самого начала такой ход. Обращаясь к 

первому методу, мы, прежде всего, представляем себе 

шахматную доску, разделённую на внутренний квад-

рат с 16 клетками и на внешнюю рамку с 48 клетка-

ми (рис. 37). Далее, клетки каждой из этих двух ча-

стей делим на такие четыре группы (класса), что конь 

может, начав с любой клетки такого класса, обойти 

все его клетки. На рис. 37 мы это разделение клеток 

представили наглядно; клетки одного и того же клас-

са обозначены одной и той же буквой, и начерчены 

диа граммы некоторых классов. Мы могли бы по-

строить диаграммы всех восьми классов: 4 внутренние 

(мы их обозначим для краткости: а´, b´, с´, e´) по 

4 клетки в каждой; 4 внешние (а, b, с, e) по 12 клеток 

в каждой.

Первый метод заключается в том, что конь прохо-
дит последовательно все восемь диаграмм; при этом вну-
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тренние и внешние диаграммы чередуются (т. е. конь 
раньше проходит, например, внутреннюю, с неё перехо-
дит на внешнюю, с последней на непройденную внутрен-
нюю, а затем опять на внешнюю и т. д.). Чередование 
может быть произвольным, но не разрешается переход с 
диаграммы (например, а) на диаграмму (а´), обозначен-
ные одной и той же буквой; следовательно, исключают-
ся следующие переходы: a—a´, b—b´, с—с´ и е—е´. Весьма 
часто встречающийся ход коня получается по схеме а—
е´—с—b´—е—а´—b—е´ (рис. 38).

В только что изложенном методе мы разделили 

16 клеток внутреннего квадрата на 4 группы (по 

4 клетки в каждой), или, как мы впредь будем гово-

рить, на четверные ходы. Два таких четверных хода b´ 
и с´ (их диаграммы) имеют форму квадрата, два дру-

гих (а´ и е´) — форму ромба.

Мы можем для всей шахматной доски провести та-

кое же подразделение, именно: разделим сперва всю 

доску на четыре равные части (квадраты) по 16 клеток 

в каждой, затем каждый квадрат делим на вышеупо-

мянутые четверные ходы. Четыре клетки, принадлежа-
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щие к одному и тому же четверному ходу, будем обо-

значать одной и той же буквой; например, буквой а 

обозначены (рис. 39) четыре клетки одного четверного 

хода, буквой С — другого, буквой Е´ — третьего и т. д. 

Но для обозначения клеток четверных ходов, имею-

щих в наших четырёх квадратах одинаковое располо-

жение, мы вводим одну и ту же букву, беря в одном 

случае малую букву (а), в другом — большую (A), в 

третьем и четвёртом — те же буквы, но со штрихом 

(а´ и A´). Причём мы обозначили четверные ходы, 

имеющие форму ромба, гласными буквами (А и Е), а 

четверные ходы, имеющие форму квадрата, — соглас-

ными (В и С).

Можно все четверные ходы, обозначенные одной и 

той же буквой (например, A, а, A´ и а´), соединить в 

один общий ход в 16 клеток. Например, если начер-

тить ромбы A, а, A´, a´, то легко понять, что можно их 

соединить в один непрерывный ход. Для этого доста-

точно лишь удалить по одной стороне в каждом ромбе, 

заменяя удалённую сторону переходом коня с одного 

ромба на другой; четыре удалённые стороны, как не-
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трудно убедиться, друг другу параллельны. В каж-

дом ромбе можно, понятно, удалять лишь стороны, 

обращённые к соседнему квадрату. Так как у каждого 

ромба имеются только две стороны, прилегающие к 

квадратам, то четверные ходы А, а, А´, a´ могут быть 

соединены в один ход двояким образом, как видно на 

рис. 40.

Таким образом, мы имеем два хода А (ради кратко-

сти выражения мы будем говорить так), два хода В, 

два хода С и два хода Е. Ходы А и Е, составленные из 

ромбов, называют гласными ходами; ходы В и С, со-

ставленные из квадратов, — согласными. Для получе-
ния полного хода коня следует лишь связать четыре 
хода, а именно: один А, один В, один С и один Е. Причём 
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нужно следить за тем, чтобы не было непосредствен-
ного перехода от гласного хода к гласному же или от 
согласного к согласному, так как читатель на рис. 39 

может видеть, что ни одна из клеток А, а, А´, а´ не 

связана ходом коня ни с одной клеткой Е, е, Е´ и е´; 
то же относится и к клеткам согласных ходов. Напро-

тив, от гласного хода можно перейти конём к соглас-

ному, и можно наши четыре хода, содержащие по 

16 клеток, соединить в порядке А—В—Е—С друг с дру-

гом. Но в таком случае получается ход коня. Рис. 41 

показывает, как получается в данном случае полный 

ход коня; причём числа указывают порядок отдельных 

ходов коня.

Само собою, задача о ходе коня может быть задана 

и на другой какой-либо доске, не шахматной: на пря-

моугольной или иной формы, хотя в этих случаях за-

дача может оказаться и неразрешимой. Но на таких 

задачах мы здесь останавливаться не будем.

§ 4. МАГИЧЕСКИЕ ХОДЫ КОНЯ

Особенно интересны те формы полного хода коня, 

когда суммы чисел, указывающие, в каком порядке 

конь переходит с одной клетки на другую, и располо-

женные в одной горизонтальной строке или в одном 

вертикальном столбце, равны одному и тому же числу. 

Такие ходы коня, обладающие свойствами магических 

квадратов (которые мы рассмотрим в следующей гла-

ве), называют магическими или полумагическими. Та-

кими ходами коня много занимались любители, и ими 

были подобраны многие интересные случаи. Как ска-

зано выше, суммы чисел, находящихся в одной и той же 

строке или одном и том же столбце, равны одному и 

тому же числу; легко подсчитать, что суммы эти долж-

ны быть равны 260.



Данная на рис. 42 схема магического1 хода коня со-

ставлена русским теоретиком шахмат Янишем. Этот 

ход коня замечателен не только тем, что удовлетворя-

ет обычному условию магического хода коня, но и 

тем, что является замкнутым. Кроме того, он симме-

тричен, так как при повороте на 180 градусов первая 

половина доски (1—32) переходит во вторую (32—64). 

Замечательно то, что он составлен из двух замкнутых 

ходов по 32 клетки в каждом, так как клетка 1 связана 

ходом коня с 32, а клетка 33 — с 64.

1 Собственно говоря, слово «магический» здесь не вполне под-
ходит, так как сумма чисел диагоналей не равна сумме чисел, на-
ходящихся, например, в первой строке. Магические ходы коня в 
полном смысле слова, по-видимому, невозможны, по крайней мере, 
до сих пор они никем не были составлены.

50 11 24 63 14 37 26 35 260

23 62 51 12 25 34 15 38 260

10 49 64 21 40 13 36 27 260

61 22 9 52 33 28 39 16 260

48 7 60 1 20 41 54 29 260

59 4 45 8 53 32 17 42 260

6 47 2 57 44 19 30 55 260

3 58 5 46 31 56 43 18 260

260 260 260 260 260 260 260 260

Рис. 42
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Глава VIII

МАГИЧЕСКИЕ КВАДРАТЫ

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

На своей известной гравюре «Меланхолия» Аль-

брехт Дюрер, выдающийся математик и автор труда 

по геометрии, в аллегорической фигуре изображает 

искания и стремления в физико-математических на-

уках. Эта женская фигура, сидящая в пытливой задум-

чивости, окружена геометрическими телами (шар, 

многогранник) и разнообразными приборами для из-

мерения, взвешивания и т. д. На этой гравюре фигу-

рирует не только геометрия, но и арифметика. Над 

головой женской фигуры находится числовой квадрат, 

который воспроизведён отдельно на рис. 43. В его 

16 клетках помещены числа от 1 до 16; из них мы 

2 средних числа нижней строки напечатали жирным 

шрифтом, так как взятые вместе они изображают год, 

16 3 2 13

5 10 11 8

9 6 7 12

4 15 14 1

Рис. 43
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1514-й, в который появилась гравюра. Эти 16 чисел 

расположены в квадрате так, что сумма чисел любого 

горизонтального ряда или строки, например третьего: 

9, 6, 7, 12 — равна всегда 34. Это число получится 

также, если сложить числа какого-либо вертикально-

го ряда или столбца — например, первого слева: 16, 

5, 9, 4. Точно так же сумма чисел каждой диагонали, 

а именно 16, 10, 7, 1 и 13, 11, 6, 4, равна 34. Числовой 
квадрат, обладающий тем свойством, что сумма чисел 
каждого горизонтального, вертикального и диагонально-
го ряда равна одному и тому же числу, называют маги-
ческим квадратом. Конечно, предполагается, что чис-

ла, находящиеся в клетках магического квадрата, 

образуют последовательный ряд идущих друг за дру-

гом целых чисел. Например, в квадрате на рис. 43 — 

1, 2, 3 … 16. Причём предполагается, что этот ряд 

всегда начинается с 1, если предварительно не указы-

вается, что он должен начаться с другого числа. Часто 

постоянная сумма получается не только от сложения 

чисел, находящихся в одном и том же ряду квадрата, 

но от сложения чисел того же квадрата, подобранных 

иным образом. Например, в квадрате Дюрера, разде-

лённом на четыре квадрата, содержащих по четыре 

клетки, сумма чисел каждого квадрата также равна 34; 

сумма чисел квадрата, содержащего четыре внутрен-

ние клетки, также равна 34; сумма четырёх чисел, на-

ходящихся в углах квадрата (16, 13, 4, 1), опять равна 

34; далее, сумма чисел квадрата четверного хода 5, 2, 

12, 15 и четверного хода 3, 8, 14, 9 тоже равна 34; да-

лее, тому же числу равны суммы чисел ромбов четвер-

ного хода 16, 11, 1, 6 и 13, 10, 4, 7 и т. д. Отсюда 

видно, что магический квадрат обладает замечатель-

ными свойствами, чем объясняется его древняя связь 

с мистикой и суевериями. О связи магических квадра-

тов с обычаями и верованиями людей того времени 

мы поговорим ещё в § 5 этой главы.
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§ 2. ДЕВЯТИКЛЕТОЧНЫЙ МАГИЧЕСКИЙ 
КВАДРАТ

Шестнадцатиклеточный квадрат Дюрера не являет-

ся примером самого простого магического квадрата, 

так как имеются такие квадраты, содержащие и 3 × 

× 3 = 9 клеток. Читатель сам понимает, что мы долж-

ны исключить из рассмотрения магиче-

ские квадраты с 2 × 2 = 4 клетками. 

Постараемся теперь составить магиче-

ский квадрат с девятью клетками, т. е. 

разместить числа 1, 2 … 9 в клетках 

рис. 45 так, чтобы сумма каждого из го-

ризонтальных, вертикальных и диаго-

нальных рядов была постоянно равна 

одному и тому же числу. Как велика должна быть эта 

сумма — вот вопрос, на который следует ответить пре-

жде всего. Мы получим ответ скорее, если все девять 

чисел дважды подпишем одно под другим, но в про-

тивоположных направлениях, т. е. напишем так:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 8 7 6 5 4 3 2 1

Так как сумма каждой пары чисел, подписанных 

одно под другим, равна 10, то сумма чисел обоих рядов 

равна 90, а каждого — 45. Итак, сумма первых девяти 

целых чисел равна 45. Но в нашем 9-клеточном ква-

драте всего три строки (или три столбца), поэтому 

сумма чисел всех трёх строк (или трёх столбцов) рав-

на 45. Следовательно, на каждую строку или на каж-

дый столбец приходится 15. Значит, постоянная сум-

ма, которую нам надо было определить, равна 15.

Теперь нам предстоит девять чисел от 1 до 9 раз-

местить в квадрате так, чтобы каждый из восьми ря-

дов — 3 строк, 3 столбцов и 2 диагоналей — имел эту 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Рис. 44
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постоянную сумму 15. Легко убедиться, что можно со-

ставить следующие восемь, и только восемь, сумм по 

15 из чисел 1—9, из которых каждая содержит по три 

слагаемых:

1, 5, 9; 1, 6, 8; 2, 4, 9; 2, 5, 8;

2, 6, 7; 3, 4, 8; 3, 5, 7; 4, 5, 6.

В эти восемь троек чаще всех других чисел входит 

число 5, а именно 4 раза, поэтому не трудно понять, 

что число 5 должно быть помещено во внутренней 

клетке искомого магического квадрата, так как эта 

клетка входит в четыре ряда (рис. 45), обладающих тем 

свойством, что сумма чисел каждого ряда равна опре-

делённому числу — 15. Далее, эти восемь троек заклю-

чают в себе каждое чётное число (2, 4, 6, 8) 3 раза, а 

каждое нечётное (1, 3, 7, 9) — по 2 раза. Но так как 

угловые клетки магического квадрата принадлежат 

одновременно трём рядам — строке, столбцу и диа-

гонали (сумма чисел каждого ряда равна 15), то в них 

должны быть упомянутые четыре чётных числа. На-

оборот, четыре средние клетки двух внешних строк и 

двух внешних столбцов должны быть заняты нечётны-

ми числами. Если предположить, что верхняя левая 

угловая клетка занята числом 2, то в нижней правой 

угловой клетке придётся поместить число 8, иначе 

сумма чисел диагонали не будет равна 15. Для двух 

других угловых клеток остаются, таким образом, лишь 

числа 4 и 6. Предположим, что мы заняли числом 4 

верхнюю правую угловую клетку; тогда нам придётся 

число 6 поместить в нижней левой угловой клетке. 

В таком случае остаётся оставшиеся нечётные числа 1, 

3, 7 и 9 разместить по средним клеткам, имея в виду, 

что сумма чисел каждого столбца или строки должна 

быть равна 15. Получаем магический квадрат, изобра-

жённый на рис. 46.
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Но нетрудно понять, что наша задача имеет восемь 

решений: каждое из четырёх чисел — 2, 4, 6, 8 — мо-

жет занять верхнюю левую угловую клетку (например, 

6); число же нижней правой угловой клетки зависит, 

конечно, от выбора числа для верхней левой угловой 

(15 – 5 – 6 = 4); но при определённом выборе по-

следнего числа (6) для двух других угловых клеток 

остаются остальные два чётных числа (2 и 8), которые 

мы можем разместить в них двояким образом (либо 2 

в нижней левой и 8 в верхней правой, либо наоборот). 

Таким образом, для каждого чётного числа 2, 4, 6, 8, 

помещённого в верхнюю левую клетку, имеются два 

решения; следовательно, решений имеется всего 

восемь. Из магического квадрата на рис. 46 можно 

следующим образом получить остальные семь реше-

ний. Повернув этот квадрат на каждый из углов 90°, 

180°, 270°, получим прежде всего три решения, кото-

рые вместе с квадратом на рис. 46 составят четыре ре-

шения. Отображением в зеркале этих четырёх квадра-

тов получим остальные четыре решения. Но впредь 

квадраты, полученные путём вращения и отображения 

данного квадрата, мы не будем считать отличными от 

последнего; таким образом, мы можем в указанном 

смысле считать, что существует только один магиче-

ский квадрат с числами 1, 2 … 9.

Рис. 45

2 9 4

7 5 3

6 1 8

Рис. 46
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Вопрос 18. В вилле Албани в Риме имеется вделан-

ный в мрамор магический квадрат с 9 × 9 клетками, 

заполненными числами от 1 до 81. Чему равна сумма 

чисел, находящихся в одном ряду?

§ 3. ОБЩИЙ МЕТОД ОБРАЗОВАНИЯ 
МАГИЧЕСКОГО КВАДРАТА С НЕЧЁТНЫМ 

ЧИСЛОМ КЛЕТОК

Квадраты более чем с четырьмя клетками могут 

быть всегда заполнены соответствующими числами 

так, чтобы из них образовались магические квадраты. 

Задача образования магических квадратов значительно 

легче для квадратов с нечётным, чем с чётным числом 

клеток. Поэтому мы прежде всего займёмся изложени-

ем общего приёма образования магических квадратов 

с нечётным числом клеток. С сущностью этого приёма 

легче всего ознакомиться на частном примере, а имен-

но на квадрате с 5 × 5 = 25 клетками. 25 чисел, кото-

рые должны быть размещены по 25 клеткам этого 

квад рата, мы запишем следующим образом:

С х е м а

1 = 1

6 = 1 × 5 + 1

11 = 2 × 5 + 1

16 = 3 × 5 + 1

21 = 4 × 5 + 1

2 = 2

7 = 1 × 5 + 2

12 = 2 × 5 + 2

17 = 3 × 5 + 2

22 = 4 × 5 + 2

3 = 3

8 = 1 × 5 + 3

13 = 2 × 5 + 3

18 = 3 × 5 + 3

23 = 4 × 5 + 3

4 = 4

9 = 1 × 5 + 4

14 = 2 × 5 + 4

19 = 3 × 5 + 4

24 = 4 × 5 + 4

5 = 5

10 = 1 × 5 + 5

15 = 2 × 5 + 5

20 = 3 × 5 + 5

25 = 4 × 5 + 5.
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В этой схеме одно под другим стоят те числа, кото-

рые при делении на 5 имеют один и тот же остаток: в 

первом столбце — имеющие остаток 1, во втором — 2 

и т. д., наконец, в последнем — имеющие остаток 0. 

Числа, имеющие при делении на 5 остаток 0 (т. е. де-

лящиеся нацело на 5), мы по причинам, которые будут 

указаны позднее, изобразили как числа с остатком 5. 

В одних и тех же строках нашей схемы находятся чис-

ла, имеющие при делении на 5 одно и то же частное: 

в первых строках — числа меньшие 5 и само число 5 

(первое их слагаемое 0, как говорят, кратно 5, ибо, на-

пример, 2 = 0 × 5 + 2); во вторых — числа, имеющие 

частное 1 (первое их слагаемое однократно 5); в тре-

тьих — имеющие частное 2 (первое их слагаемое дву-

кратно 5); в четвёртых — имеющие частное 3 (первое 

их слагаемое трёхкратно 5); наконец, в пятых — име-

ющие частное 4 (первое их слагаемое четырёхкрат-

но 5). Полагая, что не произойдёт недоразумений, мы 

в дальнейшем будем употреблять слова «схема», «чис-

ло с остатком четыре» (одно из чисел из 4-го столбца) 

и «трёхкратное 5».

Прежде чем перейти к образованию магического 

квадрата, постараемся решить следующую весьма лёг-

кую задачу. Положим, что надо разместить наши 

25 чисел в 25 клетках квадрата так, чтобы суммы чи-

сел горизонтальных рядов (т. е. строк) были бы равны 

одному и тому же числу. Последнее число, как не-

трудно понять, должно быть равно 
25 25

2 5
65

×
×

=  (см. 

с. 93). Эта частичная задача легче нашей основной, 

потому что в ней нет требования относительно сумм 

чисел вертикальных и диагональных рядов: ведь, в 

сущности, она заключается в разделении 25 чисел 

на пять групп по пять чисел в каждой (нас не инте-

ресует порядок чисел в каждой группе), причём сум-

ма чисел каждой такой группы должна равняться од-

4 В. Аренс
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ному и тому же числу (65). Такое подразделение 

мы получим, если из вышеприведённой схемы бу-

дем отбирать по пять чисел так, чтобы любые два чис-

ла такой пятёрки не принадлежали одновременно ни 
 одной и той же строке и ни одному и тому же столб-
цу. В самом деле, в сумму любых таким образом вы-

бранных пяти чисел, находящихся в различных столб-

цах, входят все остатки 1, 2, 3, 4 и 5 и лишь по 1 разу; 

но так как все эти пять чисел находятся в различ-

ных строках, то в эту сумму, кроме остатков 1, 2, 

3, 4, 5, входят: нулькратное 5, однократное 5, дву-

кратное 5, трёхкратное 5 и четырёхкратное 5. Для 

примера возьмем пять чисел, находящихся в диаго-

нальном ряду нашей схемы; эти числа принадлежат 

различным строкам и различным столбцам схемы, 

поэтому они образуют группу с постоянной сум-

мой (65):

1 = 1

7 = 1 × 5 + 2

13 = 2 × 5 + 3

19 = 3 × 5 + 4

25 = 4 × 5 + 5.

В эту группу пяти чисел входят все пять кратных 

(нулькратное, однократное и т. д.) и пять остатков. 

Легко понять, что таких групп имеется только пять, 

так как и чисел имеется всего 25. В сумму чисел каж-

дой группы входят по 1 разу каждое кратное и каждый 

остаток; поэтому-то суммы чисел всех пяти групп рав-

ны между собой. Эта сумма должна быть равна сумме 

всех кратных и всех остатков, именно (1 × 5 + 2 × 5 + 

+ 3 × 5 + 4 × 5) + (1 + 2 + 3 + 4 + 5); в результате 

получается, конечно, число 65.

Примером второй такой группы может служить сле-

дующая:
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2 = 2

8 = 1 × 5 + 3

14 = 2 × 5 + 4

20 = 3 × 5 + 5

21 = 4 × 5 + 1.

Эти числа опять содержат по 1 разу каждое кратное 

и по 1 разу каждый остаток, поэтому и их сумма рав-

на 65.

Вот ещё одна группа:

3 = 3

10 = 1 × 5 + 5

12 = 2 × 5 + 2

16 = 3 × 5 + 1

24 = 4 × 5 + 4.

И эта группа содержит все кратные и все остатки 

лишь по 1 разу; другими словами, все пять чисел этой 

группы принадлежат различным столбцам и различ-

ным строкам схемы. Мы можем легко получить из 

оставшихся 10 чисел ещё две такие группы. Если мы 

выпишем пять чисел каждой группы в одну строку, то 

получим следующее подразделение 25 чисел на пять 

групп, удовлетворящих выше поставленному условию:

1 7 13 19 25

2 8 14 20 21

3 10 12 16 24

4 6 15 18 22

5 9 11 17 23

Мы получили квадрат, удовлетворяющий относи-

тельно горизонтальных рядов требованию магического 

квадрата — постоянству сумм, так как сумма чисел 

каждой строки равна одному и тому же числу (65). Это 
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постоянство суммы каждой строки квадрата вытекает 

из того, что в каждой из них находятся числа, из ко-

торых любые два не принадлежат одновременно ни 

одному горизонтальному или вертикальному ряду схе-

мы. Суммы же чисел каждого из столбцов квадрата не 

удовлетворяют основному требованию магического 

квадрата. Путём перестановки чисел каждой строки 

вряд ли нам удастся удовлетворить этому требованию, 

так как при расположении чисел каждой из пяти групп 

мы никакой системы не придерживались. Можно было 

бы, конечно, образовать квадрат, столбцы которого 

удовлетворяли бы условию постоянства сумм, подобно 

тому как мы только что образовали квадрат, строка 

которого ему удовлетворяет. Но в этом нет надобно-

сти, тем более что поворотом уже полученного квадра-

та на 90° получается такой квадрат. Мы приблизимся 

к нашей цели — получению магического квадрата, 

если постараемся расположить все 25 чисел так, чтобы 

не только в каждую строку, но также и в каждый стол-

бец одновременно входили все остатки и все кратные. 

Для этого впишем 25 чисел нашей схемы в 25-клеточ-

ный квадрат, снабжённый ещё четырьмя террасами, как 

показано на рис. 47. Числа первой строки нашей схемы 

(1, 2, 3, 4, 5) заполняют первую диагональ, идущую 

вверх слева направо; числа второй строки (6, 7 … 10) 

заполняют в том же направлении диагональ, парал-

лельную первой, и т. д. Сущность предлагаемого нами 
приёма заключается в том, что каждая терраса вдви-
гается в квадрат так, чтобы её основание совпало с 
противоположной стороной квадрата. Тогда числа, 

вписанные в террасы, заполняют пустые клетки ква-

драта. Получаемый таким способом квадрат (рис. 48) 

и есть искомый магический.

Строки и столбцы квадрата, образованного указан-

ным приёмом, удовлетворяют нашему основному ус-

ловию, так как каждая строка и каждый столбец квад-
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рата (рис. 48) содержат все остатки и все кратные, и 

притом только по 1 разу. Если обратимся, например, 

к числам 6, 7, 8, 9, 10 (рис. 47), то увидим, что 7, 8, 9 

находятся в верхних трёх строках 25-клеточного квад-

рата, число же 6, при вдвигании террасы I, займёт 

клетку четвёртой строки, в то время как число 10 зай-

II

5

4 10

3 9 15

2 8 14 20

I 1 7 13 19 25 III

6 12 18 24

11 17 23

16 22

21

IV

Рис. 47

3 16 9 22 15

20 8 21 14 2

7 25 13 1 19

24 12 5 18 6

11 4 17 10 23

Рис. 48
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мёт клетку пятой строки, при вдвигании террасы II. 

Следовательно, числа 6, 7, 8, 9, 10, обладающие тем 

свойством, что все они в нашей схеме однократны 5, 

распределяются по пяти различным строкам квадрата 

на рис. 48. Значит, в каждой его строке находится одно 

число однократное 5.

На том же рис. 47 легко усмотреть, что пять чи-

сел — 6, 7, 8, 9, 10 — распределяются по различным 

столбцам рис. 48 (7, 8, 9 находились в первых трёх 

столбцах рис. 47, число 10 вдвиганием террасы II зай-

мёт клетку в четвёртом, а число 6 вдвиганием терра-

сы I займёт клетку в пятом). Следовательно, каждый 

столбец также содержит по одному однократному 5 

числу. Понятно, что можно применить те же рассуж-

дения для другого какого-либо ряда на рис. 47, напри-

мер для ряда 21, 22, 23, 24, 25, содержащего все числа 

нашей схемы, четырёхкратные 5. Так же как и в пре-

дыдущем случае, легко убедиться, что эти пять чисел 

распределяются по пяти разным строкам и по пяти 

разным столбцам квадрата на рис. 48. Следовательно, 

каждая строка и каждый столбец этого квадрата со-

держат лишь по одному числу, четырёхкратному 5. Во-

обще, таким же образом можно убедиться, что в каж-

дую строку и в каждый столбец нашего квадрата 

каждое кратное входит только по одному разу. Но не-

трудно понять, что это правильно также и для остат-

ков. Например, ряд чисел 2, 7, 12, 17, 22, составляю-

щих диагональ на рис. 47, идущую вниз слева направо, 

посредством вдвиганий соответствующих террас, рас-

пределятся по пяти различным строкам и пяти различ-

ным столбцам квадрата на рис. 48. Но так как числа 2, 

7, 12, 17, 22 имеют одинаковые остатки 2, то опять-

таки в каждой строке и в каждом столбце квадрата на 

рис. 48 должно находиться по одному — и только од-

ному — числу с остатком 2. Это рассуждение правиль-

но не только для остатка 2, но и для любого другого. 
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Этим доказано, что каждая строка и каждый столбец 

квадрата на рис. 48 содержат лишь по одному разу 

каждый остаток и каждое кратное. Следовательно, 

суммы чисел каждой строки и каждого столбца равны 

одному и тому же числу, а именно 65.

Остаётся проверить, образуют ли обе диагонали 

ту же сумму. Одна из них содержит числа 3, 8, 13, 18, 

23 (рис. 48), эти числа имеют различную кратность. 

Следовательно, в диагональ входит по одному числу 

каждой кратности. Но эти числа имеют одинаковые 

остатки, а именно 3. Сумма же всех остатков равна та-

кому же числу, а именно 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, како-

му равно произведение среднего1 числа 3 на 5. По-

этому сумма чисел этой диагонали также равна 65. 

Другая диагональ (11, 12, 13, 14, 15) содержит, верно, 

все остатки, но зато её числа, принадлежащие к одной 

и той же строке схемы, имеют одинаковую кратность. 

Но их кратность есть среднее из всех кратных, поэтому 

сумма чисел второй диагонали также равна 65 (1 + 2 + 

+ 3 + 4 + 5 = 15; (2 × 5) × 5 = 50; 15 + 50 = 65). Таким 

образом, квадрат на рис. 48 обладает всеми свойствами 

магического квадрата.

Вопрос 19. Составьте по этому же способу магиче-

ский квадрат из 49 клеток.

§ 4. КВАДРАТЫ С ЧЁТНЫМ ЧИСЛОМ 
КЛЕТОК

Образование магических квадратов с чётным чис-

лом клеток значительно труднее, чем с нечётным. По-

этому мы здесь ограничимся более простым случаем, 

1 Это справедливо лишь для числа 5 или для другого нечётного 
числа. По этой и по другим причинам, которые легко понять, но 
которых мы здесь касаться не будем, изложенный способ образова-
ния квадрата верен лишь для нечётного квадрата.
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когда число клеток в каждом ряду не только чётно, но 

и делится без остатка на 4. Следовательно, мы разбе-

рём лишь те магические квадраты, у которых число 

клеток в каждом ряду равно 4, 8, 12, 16… В качестве 

примера разберём квадрат с 8 × 8 (64) клетками. Пре-

жде всего впишем в клетки квадрата числа от 1 до 64 

в их натуральном порядке, как показано на рис. 49. 

Каждой клетке (или каждому числу) сопоставим про-

тиволежащую (противолежащее) следующим образом: 

например, третьей клетке четвёртого столбца слева, в 

которой находится число 20, соответствует, как про-

тиволежащая, третья клетка снизу четвёртого столбца 

справа — в этой клетке находится число 45. Сумма чи-

сел, находящихся в этих двух клетках, равна 65; вооб-

ще, сумма любой пары противолежащих чисел равна 

тому же числу (65). В самом деле, в двух противолежа-

щих клетках находятся числа, одинаково удалённые от 

концов ряда 1, 2 … 62, 63, 64; ведь 20 настолько уда-

лено от 1, насколько 45 от 64. Если все числа ряда 1, 

2, 3 … 62, 63, 64 выписать в одну строку и подписать 

над ней этот же ряд в обратном порядке:

1, 2, 3 … 62, 63, 64

64, 63, 62 … 3, 2, 1,

то нетрудно, как и раньше (с. 93), убедиться, что сумма 

чисел, равностоящих от концов ряда, всегда равна 65.

Число 1 противолежит на рис. 49 числу 64; число 

10 — числу 55 и т. д.; вообще если число находится в 

том же диагональном ряду, что и числа 1 и 10, то про-

тиволежащее ему число находится в том же ряду. Это 

верно и для второго диагонального ряда, именно: чис-

ло 8 «противолежит» числу 57; 15 — числу 50 и т. д. 

Поэтому восемь чисел, находящихся в одной и той же 

диагонали, делятся на четыре пары противолежащих 

чисел. Но сумма чисел такой пары, как мы видели, 
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равна 65, поэтому сумма восьми чисел каждой диаго-

нали равна 65 × 4 = 260. Читателю нетрудно вычис-

лить, что последнему числу должна быть равна сумма 

каждого ряда (строки, столбца и диагонали) искомого 

магического квадрата! Итак, диагонали при натураль-

ном расположении чисел на рис. 49 уже удовлетворяют 

основному условию магических квадратов. Читатель 

должен был это предвидеть, так как если (рис. 49) наи-

меньшее число (1) сложить с наибольшим (64), десятое 

по величине с начала сложить с десятым по величине 

с конца и т. д., то в каждом случае получается такое 

среднее значение (65), что в результате сложения этих 

пар получается постоянное число (260).

Однако строки и столбцы на рис. 49 не удовлетво-

ряют основному требованию магических квадратов: 

сумма чисел первой строки значительно меньше, а 

сумма чисел последней значительно больше постоян-

ной суммы чисел каждого ряда искомого квадрата. Но 

мы можем суммы чисел первой и последней строк 

уравнять, приняв во внимание, что первая сумма на-

столько меньше требуемой 65 × 4 = 260, насколько 

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 29 30 31 32

33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48

49 50 51 52 53 54 55 56

57 58 59 60 61 62 63 64

Рис. 49
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вторая больше её. Сумма чисел этих двух строк равна 

65 × 8 = 260 × 2, так как они содержат восемь пар 

противолежащих чисел. Легко понять, что разность 

между каким-либо числом последней строки и нахо-

дящимся над ним числом первой строки постоянно 

равна 56. Следовательно, суммы этих строк сравняют-

ся, если мы четыре числа первой строки заменим че-

тырьмя находящимися под ними числами последней 

строки: например, заменой 1, 2, 3, 4 числами 57, 58, 

59, 60 или 1, 2, 7, 8 числами 57, 58, 63, 64. После такой 

замены сумма каждой строки (1 и 8) будет равна 260. 

В подобной же зависимости находятся вторая и пред-

последняя строки, и суммы этих строк можно уравнять 

указанным образом, так что каждая сумма в конце 

концов будет равна 260. То же относится к любой паре 

строк, находящихся на одинаковом расстоянии от 

крайних, поэтому мы соответствующими заменами 

можем получить квадрат, все восемь строк которого 

удовлетворяют основному требованию магических 

квад ратов. Но этому требованию не будут удовлетво-

рять столбцы и, вообще говоря, диагонали, так как по-

следние, удовлетворяя ему вначале (см. выше), при 

происшедших перестановках могли измениться и уже 

перестать удовлетворять этому требованию.

Сумма чисел, находящихся в каждом столбце, при 

всех изложенных перестановках не меняется, так как 

при этом каждое число остаётся в своём же столбце, 

хотя порядок чисел последнего изменяется. Мы можем 

теперь по отношению к столбцам применить те же 

рассуждения, какие были применены выше по отно-

шению к строкам, и убедиться, что можно уравнять 

суммы, например, первого и последнего столбцов пу-

тём взаимной замены четырёх чисел первого четырьмя 

числами последнего. В результате таких замен сумма 

чисел каждого столбца окажется равной 260, а сумма 

чисел каждой строки, рассматриваемой как целое, не 
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изменится, так как каждое число останется в своей же 

строке. Предположим, что в результате первых пере-

становок (чисел строк) число 1 заняло клетку числа 57, 

в результате же вторых перестановок (чисел столбцов) 

число 1 с клетки 57 очутится в клетке 64; таким об-

разом, в итоге число 1 перейдёт со своей начальной 

клетки в противолежащую.

Этот пример мы привели не потому, что намерены 

проследить последовательные положения каждого чис-

ла при всех перестановках, а с целью показать, что по-

сле них каждое число может быть переведено в клетку, 

противолежащую той, которую оно занимало вначале. 

С другой стороны, мы знаем, что при перестановках 

происходит следующее: половина чисел, например, 

первой строки переводится в последнюю строку, а из 

последней стоящие под ними числа — в освободивши-

еся клетки первой. Но это не значит, что перемещае-

мое число последней строки должно занять освободив-

шееся место первой строки, стоящее как раз над ним; 

нет, оно может занять любое из освободившихся мест. 

Точно так же перемещаемое число первой строки мо-

жет занять любое из освободившихся мест последней. 

Кроме того, мы видели, что 1 при дальнейших пере-

мещениях может оказаться в 64-й клетке. Поэтому мы 

можем четыре числа, например 1, 2, 7, 8, первой стро-

ки заменить четырьмя числами последней 57, 58, 63, 

64, но 1 — не числом 57, 2 — не 58, 7 — не 63, 8 — не 

64, а 1 — числом 64, 2 — числом 63, 7 — 58, 8 — 57, 

т. е. каждое из чисел 1, 2, 7, 8 заменяется противоле-

жащим ему числом. Но этой заменой приводятся в 

надлежащий порядок и соответствующие столбцы.

Теперь возникает вопрос: как узнать, какую по-

ловину чисел первой строки следует заменить соот-

ветствующей половиной последней, какую половину 

второй заменить соответствующей половиной предпо-

следней и т. д., таким образом, чтобы вместе с этим 
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одновременно были произведены необходимые пере-

мещения в столбцах.

Укажем на наиболее простой приём. Делят весь 
квадрат с рис. 49 на 16 частей по 4 клетки в каждой, 
как указано на рис. 50 (где а и b обозначают квадраты, 
содержащие 4 клетки), и затем заменяют либо все чис-
ла квадратов a, либо все числа квадратов b числами им 
противолежащими. Легко понять, что при этом спосо-

бе половина чисел каждого столбца и каждой строки 

заменяются противолежащими. Далее, читатель, веро-

ятно, сам заметил, что при перемещениях на рис. 49, 

в которых меняют свои места лишь противолежащие 

числа, числа каждой диагонали остаются в ней же, так 

как в каждой диагонали находятся лишь противолежа-

щие числа. Поэтому суммы чисел диагоналей, которые 

уже при натуральном расположении чисел 1—64 на 

рис. 49 были равны одному и тому же числу 260, оста-

ются неизменными и тем самым удовлетворяют после 

перемещений на рис. 50 по-прежнему основному тре-

бованию магических квадратов, Таким образом, по 

указанному выше способу мы получим квадрат, все 

строки, столбцы и диагонали которого удовлетворяют 

этому требованию. Если произвести замены в квадра-

тах на рис. 50, то получим магический квадрат, изо-

бражённый на рис. 51.

Если число клеток каждого ряда квадрата не делится 

без остатка на 4, то общее число его клеток не делится 

а b b а

b а а b

b а а b

а b b а

Рис. 50
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на 16; поэтому разделение квадрата на 16 частей, как 

на рис. 50, невозможно. Поэтому наш способ составле-

ния магического квадрата, например, для квадрата с 

10 × 10 = 100 клетками более не применим. Но мы на 

этом и ему подобных случаях останавливаться не будем, 

так как приёмы их составления весьма сложны.

Вопрос 20. Составить магический квадрат с 12 × 12 = 

= 144 клетками.

§ 5. МАГИЧЕСКИЕ КВАДРАТЫ 
НА АМУЛЕТАХ

В конце § 1 было сказано, что появление магиче-

ских квадратов тесно связано с суевериями и предрас-

судками. Эта связь и объясняет происхождение назва-

ния «магический». Остановимся на этом несколько 

подробней.

Как известно, в XVI и XVII столетиях имела широ-

кое распространение так называемая астрология — 

мнимая наука, основанная на том суеверии, что все 

64 63 3 4 5 6 58 57

56 55 11 12 13 14 50 49

17 18 46 45 44 43 23 24

25 26 38 37 36 35 31 32

33 34 30 29 28 27 39 40

41 42 22 21 20 19 47 48

16 15 51 52 53 54 10 9

8 7 59 60 61 62 2 1

Рис. 51
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события на земле и судьбы людей находятся в зависи-

мости от положения звёзд и, особенно, планет; по ним 

даже пытались предсказывать события и будущее че-

ловека. Астрологи обожествляли планеты и давали им 

имена наиболее популярных в древности богов. В до-

коперниковой системе насчитывалось семь планет, 

именно: Луна, Меркурий, Венера, Солнце, Марс, 

Юпитер, Сатурн1. Между этими семью планетами, с 

одной стороны, и магическими квадратами, с другой, 

астрологи установили тесную связь: к Сатурну, наи-

более отдалённой планете, они отнесли магический 

квадрат с наиболее возможно меньшим числом клеток, 

именно с девятью; поэтому квадрат, изображённый на 

рис. 46 (с. 95), прежде часто называли «Tabula Satur-

ni» — таблицей Сатурна. Соответственно этому Юпи-

теру, планете, ближайшей к Сатурну, соответствует 

магический квадрат с 16 клетками, как ближайший к 

квадрату с 9 клетками и т. д. В результате получается 

следующая таблица, устанавливающая связь между 

планетами и магическими квадратами:

Планета
Магический квадрат

Число клеток Сумма чисел ряда

Сатурн 3 × 3 = 9 15

Юпитер 4 × 4 = 16 34

Марс 5 × 5 = 25 65

Солнце 6 × 6 = 36 111

Венера 7 × 7 = 49 175

Меркурий 8 × 8 = 64 260

Луна 9 × 9 = 81 369

1 В те времена понятие «планеты» было очень схожим с понятием 
«звёзды» и обозначало все небесные тела. Сейчас же выделяют звёзды, 
например – наше Солнце, планеты – несветящиеся твёрдые или га-
зовые тела, вращающиеся вокруг звёзд, и спутники – вращающиеся 
в свою очередь уже вокруг планет, как наша Луна. (Примеч. ред.)
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Эти магические квадраты наносились на амулеты, 

так что каждому из них приписывали свойства бога, 

имя которого носила планета, соответствующая нане-

сённому на этот амулет квадрату. По квадрату, нахо-

дящемуся на амулете, последнему давали и название: 

например, амулет с квадратом из 16 клеток называли 

амулетом Юпитера. На рис. 52—59 (с. 112) даны изо-

бражения обеих сторон четырёх из семи амулетов. 

Амулет Сатурна, изображённый здесь, хранится в Вен-

ской коллекции монет и медалей, остальные амулеты, 

относя щиеся к XVII и XVIII столетиям, хранятся в 

других коллекциях (например, амулет Юпитера — в 

Берлинском собрании монет).

О магических квадратах, изображённых на этих аму-

летах, можно сказать следующее.

Квадрат Сатурна имеет такую же форму, как и 

квадрат на рис. 46 (с. 95); квадрат Юпитера можно 

получить из квадрата Дюрера (рис. 43, с. 91), если в 

последнем переставить строки в обратном порядке 

(т. е. первую заменить четвёртой, вторую — третьей, 

третью — второй, четвёртую — первой) и затем пере-

ставить два внутренних столбца; квадрат Марса мож-

но разделить на 5 частей, из которых внутренняя 

обра зует квадрат, содержащий все 13 нечётных чисел, 

а каждая из 4 остальных частей содержит по 3 чётных 

числа, образуя треугольник у одной из вершин ква-

драта. Числа на квадрате амулета Венеры изображены 

в древнееврейских знаках, встречающихся очень часто 

на всякого рода амулетах1; читатель, ответивший на 

вопрос 19 (с. 103), может получить квадрат амулета 

Марса, если полученный им квадрат он повернёт на 

90° по часовой стрелке и затем заменит числа древне-

еврейскими обо зна че ния ми. Таким же образом полу-

1 Но в противоположность обычному способу древнееврейского 
письма десятки стоят слева (не справа) от единиц.
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Рис. 52
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Рис. 56 Рис. 57

Рис. 55

Рис. 53
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чается магический квадрат Луны, а именно составля-

ют магический квадрат с 81 клетками по способу, 

указанному в § 3, и затем его поворачивают на 90° по 

часовой стрелке. Сторону каждого амулета, на кото-

рой изображён магический квадрат, называют об-

ратной стороной, а другую сторону — передней. На 

передней стороне обычно изображено божество соот-

ветствующей планеты и выгравировано его имя. На-

пример, на передней стороне амулета Сатурна вы-

гравирован бог Сатурн в виде садовника с лопатой, 

одним из его многочисленных атрибутов; на амуле-

те Юпитера изображён Юпитер в задумчивой позе с 

открытой книгой в руках; Марс — как воин — с ме-

чом и щитом, бог Солнца — как царь, сидящий на 

троне, с короной и скипетром; Венера — нагая, с 

длинными развевающимися волосами, стоящая рядом 

с Купидоном, держит в правой руке стрелу; Мерку-

рий — с его знаменитым жезлом в правой руке, с 

крыльями на плечах, шляпе и башмаках. Наконец, на 

передней стороне амулета Луны изображена карта 

Луны, на которой можно заметить маленькую жен-

скую фигуру — это богиня Луна с полумесяцем в ру-

ках, на той же стороне имеется надпись большими 

буквами LUNA.

Более подробно останавливаться на описании аму-

летов планет мы не станем. Добавим только следу-

ющее: на передней стороне амулета Венеры, кроме 

самой богини и Купидона, изображены Весы и Телец; 

согласно учению астрологов, оба созвездия зодиака 

являются домами Венеры. То же значение имеют Овен 

и Скорпион для амулета Марса (рис. 56) и Лев — для 

Солнца (рис. 59).

Следует заметить, что не только на амулетах планет, 

но и на другого рода амулетах встречаются магические 

квадраты. Один из них, пользующийся у индусов-ма-

гометан большой популярностью, предназначен для 
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изгнания злых духов и чертей. Магический квадрат, 

изображённый на этой фигуре, есть не что иное, как 

квадрат с рис. 46 (с. 95), повёрнутый на 180°, числа 

которого увеличены на 540.

Вторым примером такого амулета может служить 

документ, свидетельствующий о суевериях, связанных 

с Первой мировой войной. Этот документ представля-

ет собой грамоту на арабском языке, долженствующую 

служить талисманом против неприятельских пуль. Он 

найден на поле брани у убитого солдата, по всей веро-

ятности, индуса. На этом талисмане, кроме молитв на 

арабском языке, здесь нас мало интересующих, име-

ются три группы чисел, из которых каждая располо-

жена в виде квадрата. Первый из них, содержащий 

девять клеток, представляет магический квадрат в пол-

ном смысле этого слова; в наших числовых обозначе-

ниях он имеет такой вид:

4  9  2

3  5  7

8  1  6

Этот квадрат есть зеркальное изображение квадра-

та с рис. 46 (с. 95). Он может быть получен также из 

квадрата с рис. 46 путём перестановки крайних столб-

цов. Из обоих 16-клеточных квадратов найденного до-

кумента один содержит в каждой строке и в каждом 

столбце одни и те же четыре числа, а именно самые 

меньшие чётные: 2, 4, 6, 8, играющие особенную роль 

в числовых суевериях Востока; в этом квадрате сумма 

чисел каждой строки и каждого столбца также равна 

одному и тому же числу (20). Этот квадрат, конечно, 

не магический в строгом смысле этого слова, но он 

является простейшим примером фигурного располо-

жения чисел. Третий квадрат имеет такую же струк-

туру, как и предыдущий, — состоит из 16 клеток, но, 



вместо четырёх чисел, в клетки вписаны четыре араб-

ских имени бога.

Вопрос 21. Увеличить все числа квадрата Дюрера 

(рис. 43, с. 91) или квадрата Юпитера (рис. 53) на 

одно и то же число так, чтобы сумма чисел каждой 

строки, каждого столбца и каждой диагонали была 

равна 1914 — году, имевшему роковое значение в 

истории человечества. Как велико это число?
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Глава IX

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СОФИЗМЫ

I. Половина равна целому

Д о к а з а т е л ь с т в о: Известно, что

а2 – b2 = (а + b) × (а – b).

Так как эта формула верна для любых значений а и 

b, то она верна и для b = а, или, что то же самое, при 

замене в ней числа b числом а; тогда мы имеем:

а2 – а2 = (а + а) × (а – а).

Левую часть этого равенства мы можем написать 

так: а × (а – а), в результате имеем:

а × (а – а) = (а + а) × (а – а).

Если мы разделим обе части последнего равенства 

на сомножитель (а – а), то получим

а = а + а,

следовательно,

а = 2а
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или

a
a

2
= ,

что и требовалось доказать.

Таким же образом можно доказать:

II. Все числа равны между собой

Д о к а з а т е л ь с т в о: Пусть a и b — два любых 

числа. Мы предполагаем, что они — различные числа 

и что число а больше числа b. Обозначим разность чи-

сел а и b через с, т. е.

а – b = с

или

а = b + с.

Умножив обе части этого равенства на (а – b), 

 имеем:

а2 – ab = ab + ac – b2 – bс.

Если член ас правой части этого равенства пере-

нести в левую или, что то же самое, отнять от обеих 

частей равенства по ac, то получим:

а2 – ab – ас = ab – b2 – bс.

Это равенство можно преобразовать так:

а × (а – b – с) = b × (a – b – с).
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В обе части этого равенства входит один и тот же 

 сомножитель (а – b – с); разделив на него, полу- 

чим:

а = b,

т. е. два любых числа а и b равны между собой, что и 

требовалось доказать.

III. Все числа равны между собой. 
Второе доказательство

Читатель, вероятно, вопреки вышеприведённому до-

казательству, всё же не верит, что все числа равны меж-

ду собой. Более всего смущают его, конечно, следствия, 

вытекающие отсюда: уничтожение различия между 

многим и немногим, между бедностью и богатством, 

между большим и меньшим. Поэтому, чтобы оконча-

тельно убедить читателя, приведём второе доказатель-
ство полученного выше результата.

Пусть а и b — два произвольных числа; мы опять 

предполагаем, что одно из них больше другого. В та-

ком случае всегда существует число, находящееся по-

середине между числами a и b. Например, если взятые 

числа — 3 и 11, то таким числом будет 7:

1173

.

Обозначим это срединное число для a и b, или, как 

говорят, среднеарифметическое чисел и через d; тогда 

имеем:

a + b = 2d

(для нашего примера: 3 + 11 = 2 × 7).
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Из этого равенства следует:

b = 2d – а
2d – b = а.

Перемножив последние два равенства, получим:

2db – b2 = 2da – a2.

Если вычтем последнее равенство из равенства

d2 = d2,

то получим:

d2 – 2db + b2 = d2 – 2da + a2

или

(d – b)2 = (d – a)2.

Если извлечём квадратный корень из обеих частей 

этого равенства, то получим:

d – b = d – а,

т. е. при вычитании из числа d числа b получается та-

кое же число, какое получится при вычитании из 

того же числа d числа а; следовательно, b = a, что и 

требовалось доказать.

Но если читатель всё-таки нам и теперь не поверит, 

то, во всяком случае, не будет оспаривать верность 

следующего равенства:

3 – 1 = 6 – 4.
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Помножив обе части его на (–1), получаем равен-

ство, опять не вызывающее сомнений:

1 – 3 = 4 – 6

(каждая часть этого равенства равна –2). Если при-

бавить к обеим частям последнего по 9/
4
, то получа-

ется:

1 – 3 + 9/
4
 = 4 – 6 + 9/

4

или, что то же самое:

(1 – 3/
2
)2 = (2 – 3/

2
)2.

Если извлечь из обеих частей этого равенства квадрат-

ный корень, то получается:

1 – 3/
2
 = 2 – 3/

2
,

отсюда прибавлением к обеим частям по 3/
2
 получим:

1 = 2.

Но если 1 = 2, то, прибавив к обеим частям уже 

этого равенства по 1, имеем:

2 = 3,

откуда посредством прибавления к обеим частям по 1:

3 = 4 и т. д.

Следовательно, 1 = 2 = 3 = 4…, чем мы доказали, 

что все целые числа между собой равны.
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IV. Ноль больше любого числа

Д о к а з а т е л ь с т в о: Пусть а — произвольное 

 положительное число, сколь угодно большое. Понят-

но, что число (а – 1) во всяком случае меньше чис-

ла а, что записывают, как известно, в форме неравен-

ства1:

а – 1 < a.

Если обе части этого неравенства умножим на (–а), 

то получим:

–а2 + а – а2.

Прибавив к обеим частям по а2, придём, наконец, 

к такому неравенству:

а < 0.

Этим мы получили следующее предложение: Любое 
положительное, даже сколь угодно большое число меньше 
нуля, что мы и хотели доказать.

Следовательно, если а означает капитал миллионе-

ра или даже миллиардера А, то последнее неравенство 

показывает, что этот капитал меньше капитала 0 чело-

века, ничего не имеющего. Если b, с, d и т. д. обозна-

чают соответственно капиталы миллионеров или мил-

лиардеров B, C, D и т. д., то на основании последнего 

неравенства имеем:

а < 0; b < 0; с < 0; d < 0…

1 Неравенство х < y означает, что число x меньше числа у, и 
наоборот, неравенство у > х означает, что число у больше числа х. 
Для последующего необходимо знание такого рода записи.
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Сложив эти неравенства, получим:

а + b + с + d + … < 0.

Следовательно, человек, ничего не имеющий, бога-

че всех миллионеров и миллиардеров, вместе взятых. 

Результат поистине невероятный, но непосредственно 

вытекающий из данного здесь математического дока-

зательства.

V. Если число p меньше другого q, то n × p < q 
при любом чётном n

Д о к а з а т е л ь с т в о: Пусть число p положительно 

(р > 0) и меньше второго числа q, следовательно, p < q. 
Умножив обе части этого неравенства на р, получим 

р2 < pq. Вычитая из обеих частей последнего неравен-

ства по q2, будем иметь:

р2 – q2 < pq – q2

или

(p + q) × (p – q) < q × (p – q).

Разделив это неравенство на (p – q), получим:

p + q < q.

Сложим это неравенство с нашим первоначальным 

р < q. Получается, что 2p + q < 2q. Вычтя из обеих 

частей последнего неравенства по q, мы будем иметь, 

что 2p < q. Следовательно, при всех обстоятельствах 

удвоенное р (т. е. 2р) меньше q. Точно так же, как из 

неравенства p < q получили 2p < q, из неравенства 
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2p < q легко получить 4p < q, а из последнего — 8p < q 

и т. д. Таким образом, наше утверждение доказано.

VI. Четверть больше половины

Д о к а з а т е л ь с т в о1: Если читатель не согласен 

с предыдущими утверждениями, то он, во всяком слу-

чае, согласится с нами, что дважды взятая величина 

больше самой этой величины. Поэтому

2 log a > log a

или

log a2 > log a.

Если положить, что а = 1/
2
, то имеем:

log l/
4
 > log 1/

2
.

Но, как известно, большему логарифму соответствует 

и большее число, поэтому

1/
4
 > 1/

2
,

что и требовалось доказать.

VII. В математике нет мнимых чисел, а только 
вещественные

Д о к а з а т е л ь с т в о2: Так называемые мнимые 

числа имеют форму а × i, где а — вещественное число, 

1 Предполагается, что читатель знаком с теорией логарифмов.
2 Предполагается, что читатель знаком с теорией комплексных 

чисел.
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а i — мнимая единица −1. Поэтому, чтобы доказать, 

что в математике все мнимые числа вещественны, до-

статочно доказать, что мнимая единица вещественна. 

С этой целью умножают обе части равенства

− =x i x

на −1, получается:

x i x= − =
= =i i x.( . )

= i x2
.

Разделив обе части этого равенства на x , получим 

i2 = 1, следовательно, i = 1. Таким образом, доказано, 

что i — вещественное число.

VIII. Существуют треугольники с двумя 
прямыми углами и одним острым

Д о к а з а т е л ь с т в о: На рис. 60 начерчен тре-

уголь ник такого рода, именно: ΔAEF. Этот треугольник 

получен следующим образом. Две окружности М и N 

Рис. 60

A

C D

NM
B

E F
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пересекаются в двух точках А и В. Из одной точки 

пересечения, именно А, проведены диаметры АМС и 

AND. Прямая CD, соединяющая точки С и D, пересе-

кает обе окружности в точках Е и F. Соединив А с Е и 

F, получим ΔAEF. Углы AFD и АЕС — прямые, как впи-

санные углы, опирающиеся соответственно на диаме-

тры AND и АМС. Поэтому их смежные углы AFE и AEF 

также прямые. Итак, в ΔAEF два прямых угла и один 

острый, что и требовалось доказать.

IX. Все треугольники равнобедренны

Д о к а з а т е л ь с т в о: Пусть проведена в треуголь-

нике АВС (рис. 61) биссектриса угла С и из середины D 

противолежащей ему стороны АВ восстановлен перпен-

дикуляр. Биссектриса и этот перпендикуляр пересекут-

ся в точке N. Если теперь опустить из точки N перпен-

дикуляры NE и NF на стороны АС и ВС и соединить N 

с точками А и В, то:

1) AND = BND (тре угольник AND равен треуголь-

нику BNE), потому что AD = BD, ND = ND, а углы 

ADN и BDN, заключённые между ними, равны, как 

прямые.

A

E

C

B
D

N

F

Рис. 61
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Из равенства этих треугольников следует, что 

AN = BN.

2) ECN = FCN, потому что угол ECN = углу FCN, 

CN = CN и углы при Е и F прямые.

Из равенства этих треугольников следует, что 

СЕ = CF и FN = FN.

3) AEN = BFN, потому что AN = BN (по 1), EN = FN 

(по 2) и углы при Е и F прямые.

Из равенства этих треугольников следует, что АЕ = BF.
В силу равенства второй пары треугольников отрез-

ки СЕ и CF (отмеченные на рис. 61 одной чёрточкой) 

между собой равны, в силу же равенства третьей пары 

треугольников отрезки АЕ и BF (отмеченные двумя 

чёрточками) также между собой равны. Отсюда выте-

кает, что сторона АС равна ВС, т. е. всякий треуголь-

ник АВС — равнобедренный.

Точно так же, как мы доказали равенство сторон АС 

и ВС треугольника АВС, можно, понятно, доказать ра-

венство сторон АС и АВ, отсюда следует: все треуголь-
ники равносторонни.

A

C

BD

E F

N

Рис. 62
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Если точка пересечения N биссектрисой CN и пер-

пендикуляра DN находится не внутри треугольника, а 

вне его (рис. 62), то всё-таки придём к прежнему вы-

воду. Стоит только в этом случае дословно повторить 

вышеприведённое доказательство с одним только из-

менением в конце его, а именно в конце рассматри-

вать АС не как сумму отрезков СЕ и ЕА, а как их раз-

ность: то же самое относится и к другой стороне СВ 

треугольника. Результат получится прежний: АС = ВС, 

т. е. что тре угольник АВС равнобедренный, и затем не-

трудно прий ти к выводу, что этот треугольник и рав-

носторонний.

X. 65 = 64 = 63

Всякий шахматист знает, что шахматная доска со-

стоит из 64 клеток: из восьми рядов по восемь клеток 

в каждом. Здесь мы ему покажем доску такой же пло-

щади, как и его шахматная доска, но с 65 клетками 

такого же размера, как и клетки его доски.

Д о к а з а т е л ь с т в о: Разрежем его шахматную 

 доску на четыре части, как указано на рис. 63. Затем 

III
IV

II I

Рис. 63
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сложим эти части, как показано на рис. 64 слева. Полу-

чится прямоугольник, содержащий 5 × 13 = 65 таких же 

клеток, какие содержит шахматная доска на рис. 63, что 

и требовалось доказать.

Из обеих частей полученного таким образом равен-

ства 65 = 64 вычтем по 1, тогда получим, что 64 = 63; 

вторая часть равенства, указанного в заголовке, до-

казана. Но можно без труда непосредственно дока-

зать, что 64 = 63. Для этой цели четыре части I, II, III 

и IV на рис. 63 складывают, как показано на рис. 64 

справа. Тогда эти четыре части, вместе составлявшие 

раньше (рис. 63) 64 клетки, образуют фигуру, содер-

жащую лишь 63 клетки такого же размера, как и клет-

ки на рис. 64.

Из равенства чисел 65, 64, 63, естественно, вытека-

ет равенство всех чисел, результат для нас не новый, 

полученный раньше иным путём.

III

I II III

IV

IV III

Рис. 64
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XI. Сумма параллельных сторон трапеции 
равна нулю1

Д о к а з а т е л ь с т в о: Продолжим обе параллельные 

стороны трапеции (рис. 65) ВС = b и AD = а в противо-

положные стороны; причём ВС продолжим до точки F 

так, чтобы CF = а, сторону же AD до точки Е так, чтобы 

АЕ = b. Затем соединяем прямой точки Е и F и проводим 

диагонали BD и АС трапеции. Диагональ АС делится пе-

ресекающими её прямыми BD и EF на части, которые, 

как показано на фигуре, обозначены соответственно бук-

вами х, y и z. Нетрудно убедиться, что треугольники BHC 

и AHD подобны; также подобны и треугольники EGA и 

CGF. Из подобия первой пары треугольников имеем:

b

a

z

x y
=

+
,

из подобия же второй пары треугольников имеем:

b

a

x

y z
=

+
.

1 Заимствовано из книги Литцмана и Трира «Где ошибка».

B b

b

C a

a

F

DA
E

G
x

y

z

H

Рис. 65

5 В. Аренс
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Эти две пропорции могут быть представлены так:

 
b

a

z

x y

x

y z
=

+
=

+
 (равенство I).

Из пропорции 
z

x y

x

y z+
=

+
 почленным вычитанием 

обоих отношений, как известно, получается1:

z

x y

x

y z

z x

x z+
=

+
=

−
−

;

поэтому на основании равенства I имеем:

b

a

z x

x z
=

−
−

= −1.

Если же 
b

a
= −1, то это означает, что b = –а или b + а = 0, 

что и требовалось доказать.

XII. Все окружности имеют одинаковую длину

Д о к а з а т е л ь с т в о: Представим себе два скре-

плённых друг с другом круга с общим центром (рис. 66) 

1 Если имеется пропорция 
m

n

p

q
= , то из неё вытекает, как из-

вестно, такая: 
m

p

n

q
= . Из последней вычитанием из обеих частей по 

1 получим 
m

p

n

q
− = −1 1, или 

m p

p

n q

q

−
=

−
, или 

m p

n q

p

q

−
−

=  и, следователь-

но, 
m

n

p

q

m p

n q
= =

−
−

. Поэтому мы можем сказать, что из пропорции 

m

n

p

q
=  почленным вычитанием членов отношений получаются про-

порции 
m

n

p

q

m p

n q
= =

−
−

. В тексте мы такого же рода преобразование 

произвели над пропорцией 
z

x y

x

y z+
=

+
.
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или, иными словами, круглый диск с начерченным на 

нём меньшим концентрическим кругом. Пусть этот 

диск катится в плоскости по прямой линии. Пред-

положим, что диск, сделав один оборот, пройдёт 

 расстояние АВ вдоль прямой, по которой он катит-

ся. Понятно, что отрезок АВ равен длине окружности 

диска. В промежуток времени, в течение которого 

диск пройдёт расстояние АВ, т. е. совершит полный 

оборот, начерченный на нём меньший круг совер-

шит тоже лишь один оборот. Понятно, что отрезок CD, 

по которому меньший круг как бы катился, равен как 

раз длине его окружности. Но очевидно, что отрез-

ки АВ и CD равны между собой (ABCD — прямоуголь-

ник). Отсюда приходим к выводу, что длины окруж-

ностей у обоих кругов одинаковы, что и требовалось 

доказать.

XIII. Внутри круга имеется только одна точка, 
а именно центр. Все остальные точки, 

кажущиеся нам внутренними, на самом деле 
лежат на окружности

Д о к а з а т е л ь с т в о: Пусть нам кажется, что точка 

С находится внутри круга (рис. 67). Проведём диаметр 

АМВ, проходящий через эту точку С. Теперь построим 

такую точку D, чтобы она с точкой С гармонически де-

лила отрезок АВ. Затем из середины F отрезка CD вос-

становим перпендикуляр; последний пересекает окруж-

A B

DC

M M1

Рис. 66
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ность в точке Е. Наконец, соединим эту точку с точками 

M и С. По известному предложению1 имеем:

 MC × MD = MA2 (равенство I).

Но так как

MC = MF – CF
и MD = MF + FD = MF + СF,

то равенство I можно представить в такой форме:

(MF – CF) × (MF + CF) = MA2

или

 MF2 – CF2 = MA2 (равенство II).

1 Читатель, которому это предложение неизвестно, может убе-
диться в верности его следующим образом. Если А, С, В, D суть 
гармонические точки, это означает, что верна следующая пропор-

ция: 
AC

CB

AD

DB
= , которую можно написать так: 

AM MC

AM MC

+
−

 = 
MD AM

MD AB

+
−

. 

Затем путём применения почленного сложения и вычитания (см. 

примеч. на с. 130) к этой пропорции получим 
AM

MC

MD

AM
= , откуда: 

AM2 = МС × MD.

A

E

M C F B D

Рис. 67
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Но, применяя теорему Пифагора, имеем:

MF2 + FE2 = ME2

и CF2 + FE2 = СЕ2,

следовательно,

MF2 – CF2 = MЕ2 – СЕ2

или

 MF2 – CF2 = MA2 – CE2 (равенство III).

Из равенств II и III, в которых левые части одина-

ковы, следует:

MA2 = MA2 – СЕ2,

т. е.

СЕ = 0.

Следовательно, точка С совпадает с точкой Е, т. е. 

лежит на окружности, что и требовалось доказать.

XIV. Ахиллес и черепаха

Греческому философу Зенону Элейскому приписы-

вают много софизмов, из которых наиболее известен 

следующий. Быстроногий Ахиллес догоняет медленно 

движущуюся черепаху, от которой его отделяет извест-

ное расстояние. Догонит ли он черепаху? Зенон отве-

чает: «Нет. Так как пока Ахиллес достигнет положения 

S, в котором раньше к началу движения находилась 

черепаха, то последняя успеет доползти до точки S
1
; 

когда же Ахиллес достигнет положения S
1
, то опять-

таки черепаха успеет дойти до точки S
2
 и т. д.». Таким 
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образом, каждый раз, когда Ахиллес достигнет точки, 

которой раньше достигла черепаха, последняя пере-

двинется к этому моменту на некоторое расстояние, и 

Ахиллес, известный своей скоростью бега, никогда не 

догонит черепахи1.

XV. Из теории вероятности

Кто знаком с простейшими принципами теории ве-

роятности, тот, конечно, понимает, что она даёт ши-

рокое поле для ошибочных заключений и выводов. 

В заключение мы приведём подобный пример, данный 

известным путешественником по Африке Франциском 

Гальтоном, всесторонне образованным человеком, из-

учавшим антропологию, метеорологию, географию, 

археологию и т. д.

В одной компании заинтересовались следующим 

вопросом. Три монеты бросаются несколько раз. Какой 
процент всех бросаний составляют те случаи, при ко-
торых у всех монет выпадет орёл или решка? Один из 

присутствующих (А) рассуждает так: «В сущности, всё 

равно — бросать ли в каждом случае все три монеты 

одновременно или одну за другой. Поэтому для боль-

шей наглядности предположим, что в каждом отдель-

ном случае монеты бросаются одна за другой. Я бро-

1 Мы дали этому софизму форму, в какой он исторически сло-
жился. Современный Зенон, для более наглядной иллюстрации ос-
новной мысли, вероятно, смог бы облечь его в другую форму. Обыч-
но на софизм Зенона возражают, что Ахиллес будет приближаться 
к черепахе всё ближе и ближе и наконец перешагнёт через неё. Бо-
лее наглядно читатель может себе представить этот софизм, если 
заменит Ахиллеса и черепаху двумя паровозами, движущимися по 
одному и тому же рельсовому пути в одном и том же направлении. 
Причём предполагается, что локомотивы отделены друг от друга не-
которым расстоянием и что впереди идущий локомотив имеет зна-
чительно меньшую скорость, чем идущий сзади. По софизму Зено-
на задний локомотив никогда не нагонит переднего.



саю первую: выпадет либо орёл, либо решка. Теперь 

бросаю вторую. Как велика вероятность, что вторая 

монета упадёт той же стороной, что и первая? Понят-

но, что она равна 1/
2
. Теперь бросаю третью монету; 

вероятность того, что она упадёт той же стороной, что 

и первые две монеты, равна половине вероятности вы-

падения этих двух монет одной и той же стороной, 

т. е. половине от половины. Следовательно, вероят-

ность того, что все три монеты выпадут одной и той же 

стороной, равна 1/
4
, т. е. возможно, что из всех броса-

ний 25% придётся на тот случай, который нас инте-

ресует». — «Я не согласен, — отвечает второй (В). — 

Ваше предположение, что бросание монет одну за 

другой равносильно одновременному, неверно и при-

вело вас к ложному заключению. Можно убедиться в 

неправильности полученного вами результата следу-

ющим образом. Я бросаю одновременно все три моне-

ты; понятно, что самое меньшее — две монеты упадут 

одной и той же стороной. Вероятность того, что и тре-

тья монета упадёт той же стороной, очевидно, рав-

на 1/
2
. Следовательно, вероятность интересующего нас 

случая равна 1/
2
, т. е. из всех бросаний 50% придётся 

на этот случай».

Кто прав, А или В? Или, может, оба не правы?
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ОТВЕТЫ НА ВОПРОСЫ

Глава I

Вопрос 1. В (второй) должен прыгнуть сначала с 1 

на 2, затем на 13, 24, 35, 46 и т. д. Следовательно, по-

сле первого прыжка он должен становиться на места, 

отделённые друг от друга промежутками в 11.

Вопрос 2. В может выиграть, если он первым прыж-

ком достигнет 9, а затем будет становиться на места, 

отделённые друг от друга промежутком 9, т. е. на 18, 

27, 36 и т. д., пока не достигнет 90.

Вопрос 3. Выиграет А, если он сначала станет на 6, 

затем на 24, 42, 60, 78, 96, 114, 132 и, наконец, на 150.

Вопрос 4. Выиграет В, если он первым прыжком 

станет на 13, затем будет становиться на места, отде-

лённые промежутками в 13 (26, 39, 182).

Вопрос 5. Выиграет, конечно, тот, кто первым до-

стигнет 98 или 99, так как его противник — при ми-

нимальном прыжке в 2 фута — ближайшим прыжком 

либо достигнет конца пути, либо перейдёт его. Следо-

вательно, А мог бы выиграть, достигнув 98, если бы он 

мог вначале попасть на 10 и затем становиться на ме-

ста, отделённые промежутками в 11. Но он одним 

прыжком не может достигнуть 10, так как максималь-
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ный прыжок не может превосходить 9. Точно так же A 

ни в коем случае не может достигнуть 99, так как для 

этого он должен раньше достигнуть 11. Как бы А ни 

начал, В может первым прыжком достигнуть 11, затем 

передвигаться каждый раз на 11, пока не достигнет 99; 

А принуждён будет перепрыгнуть через конец пути и, 

следовательно, в итоге проиграет. Для В, кроме этого, 

всегда возможного способа выиграть, существует и 

другой, но не всегда достижимый. Если В первым 

прыжком попадёт на 10, что не всегда возможно, то он 

может последовательными передвижениями на 11 до-

стигнуть 98 и тем самым заставить А или достигнуть 

конца пути, или его перейти. Второй способ выигры-

ша невозможен тогда, и только тогда, когда А первым 

прыжком станет на 9. Первый же способ, как сказа-

но, возможен при всех обстоятельствах, как бы А ни 

начал.

Глава II

Вопрос 6. Общее число всех инверсий равно 23, 

поэтому задача неразрешима.

Глава III

Вопрос 7. Задача симметрична задаче IV § 3, из ко-

торой легко получается схема решения.

Вопрос 8. Задача сопряжена с задачей XIV § 3.

Вопрос 9. Очевидно, что задача аналогична задаче X 

§ 3. В самом деле, путём поворота на 90° по часовой 

стрелке комбинации 46, 13 (46 — начальное, 13 — ко-

нечное отверстие) можно свести к комбинации 64, 37. 

Отсюда можно путём отражения относительно средней 

вертикали перейти к 24, 57, затем перестановкой на-
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чального и конечного отверстий: 57, 24 (задача X). Та-

ким образом, заданная задача симметрична сопряжён-

ной с задачей X § 3.

Глава IV

Вопрос 10. Нет; так как мнимое преимущество  такого 

набора разновесок достигается ценой невозможности 

произвести взвешивание в 32 и 97 г (32 плюс 65).

Вопрос 11. Набором разновесок, данным в задаче, 

можно взвесить от 1 до 610 г включительно. 11 его 

гирь можно заменить следующими десятью: 1 г, 2 г, 

4 г, 8 г, 16 г, 32 г, 64 г, 128 г, 256 г, 512 г, которыми 

можно взвешивать до 1023 г.

Вопрос 12. Понадобятся всего 127 перенесений; при-

чём из них на пластинку 1 придётся 64, на пластинку же 

5 — только 4. Первое перенесение будет: 1 с А на С.

Глава V

Вопрос 13. Начальное положение колец, при ко-

тором все они находятся на челноке, понятно, не явля-

ется наиболее неблагоприятным для отделения колец 

от челнока. Наиболее неблагоприятным случаем для 

пяти колец является следующее начальное положение:

1 2 3 4 5

О

О О О О,

так как сперва придётся последние четыре кольца под-

нять на челнок. Для этого понадобятся столько же опе-

раций, сколько их необходимо для отделения колец от 
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челнока, когда первое находится внизу, а остальные на-

верху, т. е. 7 операций. К последним, конечно, надо 

присоединить 16 операций, необходимых для отделения 

колец при нормальном первоначальном их расположе-

нии. Таким образом, начальное положение

1 2 3 4 5

О

О О О О

требует 23 операции.

Глава VI

Вопрос 14. Основными числами для этой задачи яв-

ляются: 1, 2, 4, 8, 16.

7 = 4 + 2 + 1

25 = 16 + 8 + 1;

поэтому третье число должно быть равно 16 + 8 + 4 + 

+ 2 = 30. Следовательно, искомая особенная позиция: 

7, 25, 30.

Вопрос 15. Выиграет второй, так как первоначаль-

ная позиция есть особенная. В самом деле

3 = 2 + 1

17 = 16 + 1

18 = 16 + 2.

Вопрос 16. Эта задача, очевидно, принадлежит к за-

дачам главы I. Согласно изложенной в ней теории, при 

правильной игре должен выиграть второй: он должен 

первым ходом убрать из кучки столько камешков, что-
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бы последние вместе с камешками, убранными первым 

игроком, составляли число 5; при втором ходе — 10, при 

третьем — 15, при четвёртом — 20, при пятом — 25.

Глава VII

Вопрос 17. Согласно данному нами правилу, продол-

жение игры от клетки 37 до клетки 46 возможно, только 

как указано на рис. 68. С клетки 46, согласно тому же 

правилу, можно стать конём либо на клетку 47, либо на 

49. Если, как мы это сделали, с клетки 46 стать на клет-

ку 47, то в дальнейшем (опять-таки согласно правилу) 

до клетки 51 мы можем продолжить игру только так, как 

указано на рис. 68. С клетки 51 коня можно поставить с 

одинаковым правом как на 52, так и на 54. Если мы вы-

берем клетку 52, то следующие ходы, без сомнения, 

должны быть до клетки 59 такими, как указано на 

рис. 68. С клетки 59 можно перейти либо на 60, либо на 

64. Выбрав 60, мы должны будем закончить задачу 

опять-таки как указано на рис. 68. Полученный нами 

56 17 34 1 54 19 50 3

35 12 55 18 33 2 53 20

16 57 32 13 64 51 4 49

11 36 15 58 27 48 21 52

38 31 26 63 14 59 46 5

25 10 37 28 47 22 43 60

30 39 8 23 62 41 6 45

9 24 29 40 7 44 61 42

Рис. 68
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ход коня, хотя он составлен приблизительно на 3/
5
 по 

рис. 34 (с. 80), не имеет уже такой красивой формы, как 

рис. 34, что видно из его диаграммы (рис. 69). Вообще, 

ходы, образованные по нашему правилу, никогда не от-

личаются красотой. Но наш ход коня на этот раз зам-

кнутый (конечные клетки соединены пунктирной лини-

ей), в то время как ход коня на рис. 34 — незамкнутый.

Глава VIII

Вопрос 18. Выписав все числа от 1 до 81 в два ряда 

один под другим, можно сразу же получить, что сумма 

чисел обоих рядов равна 82 × 81. Следовательно, сум-

ма чисел одного ряда равна 
82 81

2

×
. Поэтому сумма чи-

сел каждого из девяти рядов магического квадрата рав-

на: 
82 81

2 9
369

×
×

= .

Вопрос 19. Рис. 70.

Рис. 69



142

Вопрос 20. Путём замены чисел квадратов b (рис. 50) 

им противолежащими получается следующий магиче-

ский квадрат:

4 29 12 37 20 45 28

35 11 36 19 44 27 3

10 42 18 43 26 2 34

41 17 49 25 1 33 9

16 48 24 7 32 8 40

47 23 6 31 14 39 15

22 5 30 13 38 46

Рис. 70

1 2 3 141 140 139 138 137 136 10 11 12

13 14 15 129 128 127 126 125 124 22 23 24

25 26 27 117 116 115 114 113 112 34 35 36

108 107 106 40 41 42 43 44 45 99 98 97

96 95 94 52 53 54 55 56 57 87 86 85

84 83 82 64 65 66 67 68 69 75 74 73

72 71 70 76 77 78 79 80 81 63 62 61

60 59 58 88 89 90 91 92 93 51 50 49

48 47 46 100 101 102 103 104 105 39 38 37

109 110 111 33 32 31 30 29 28 118 119 120

121 122 123 21 20 19 18 17 16 130 131 132

133 134 135 9 8 7 6 5 4 142 143 144

Рис. 71

Вопрос 21. На 470.
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Глава IX
Раскрытие софизмов

I. Включительно до равенства

а × (а – а) = (а + а) × (а – а)

все наши рассуждения безошибочны, безупречны. Это 

равенство выражает, что два произведения, из которых 

каждое содержит по два сомножителя, равны между 

собой; причём в каждое произведение входит один и 

тот же сомножитель, а именно (а – а). Следовательно, 

мы имеем равенство такой формы:

x × z = у × z.

В общем случае из такого равенства следует, что 

х = у, так как если два произведения, содержащие по 

два сомножителя, равны между собой и в каждое 

из них входит по одинаковому сомножителю, то и 

вторые сомножители должны быть также равны меж-

ду собой: так, 3 × 7 может быть равно только 3 × 7, 

но отнюдь не 5 × 7. Если, например, имеется ра-

венство х × 7 = 3 × 7, то из него непременно следует, 

что х = 3. Исключение составляет тот случай, когда 

одинаковый сомножитель, входящий в оба произведе-

ния, равен нулю: 3 × 0 = 5 × 0. Следовательно, ра-

венство

x × z = y × z

удовлетворяется, когда z = 0, при каких угодно значе-

ниях х и у, как равных, так и неравных между собой. 

Как из равенства 3 × 0 = 5 × 0 нельзя заключить, что 

3 = 5, так из равенства x × z = y × z, когда z = 0, нель-

зя прийти к выводу, что х = у. Но мы как раз послед-
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нее и сделали при доказательстве софизма. В самом 

деле, в оба произведения равенства

а × (а – а) = (а + а) × (а – а)

входит сомножитель (а – a), равный 0, между тем мы 

в тексте пришли к ложному выводу, что и вторые со-

множители равны между собой, именно: а = а + а. 

Короче выражаясь, мы разделили обе части равенства 
на ноль — операция, как теперь видно, невозможная.

II. Здесь мы так же, как в пункте I, делили обе ча-

сти на 0, а именно на а – b – с; последнее же выраже-

ние потому равно нулю, что по предположению, сде-

ланному вначале,

a – b = c.

Ошибка, происходящая вследствие деления на 0, 

неоднократно применяется различными авторами при 

составлении арифметических софизмов.

Мы приводим здесь выписку из давно позабы-

той газеты под названием «Математическая газета за 

кружкой пива». Автор забавно использовал для своей 

статьи библейское предание об изгнании Адама и Евы 

из рая:

1. И сказал Бог Адаму: «Смотри, я отдаю в руки 

твои весь математический рай.

2. На всякие числа в раю ты будешь делить.

3. А на ноль — не дели на него: ибо ноль — есть 

творение владыки мрака».

4. Змей был хитрее всех зверей полевых. И сказал 

он жене: «Почему не делите вы на все числа рая?»

5. И сказала жена змею: «Муж мой делит на все 

числа, кроме нуля, ибо ноль есть творение владыки 

мрака».
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6. И сказал змей жене: «Нет, ноль не творение мра-

ка, но если будете делить на него, то откроются глаза 

ваши и узнаете добро и зло».

7. И увидела жена, что на ноль хорошо делить, что 

ноль приятен для глаз, ибо даёт знание. И сказала 

мужу своему: «Дели же. Разве не видишь, что равен-

ства и уравнения этим упрощаются».

8. И Адам, скрепя сердце, разделил, и открылись 

глаза его и одновременно наполнились слезами.

9. Но Бог сказал Адаму: «Ты нарушил мой запрет.

10. Поэтому я изгоняю тебя из математического 

рая.

11. В поте лица своего будешь ты решать уравнения 

и выискивать доказательства; ты не будешь верить ни-

какому утверждению, пока оно не доказано».

III. До равенства (d – b)2 = (d – a)2 включительно 

наши рассуждения верны. Из равенства двух выраже-

ний, однако, не следует, что и квадратный корень из 

одного выражения равен квадратному корню из дру-

гого, так как квадратный корень из числа, как извест-

но, имеет два значения, отличающиеся друг от друга 

знаками; если, например, A и B друг другу равны, то 

квадратный корень из А не равен прямо квадратному 

корню из В, но равен одному из двух значений по-

следнего. Из равенства (d – b)2 = (d – a)2 мы не имеем 

права, как мы это сделали, прийти непосредственно к 

выводу, что d – b = d – a, но мы можем лишь сказать, 

что d – b равно

либо + (d – а),

либо – (d – а).

Какое же из этих двух значений взять для d – b, 
нетрудно узнать. Если из двух чисел a и b большее чис-

ло есть b, то d, как среднее арифметическое этих чи-
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сел, меньше b, но больше а. Поэтому разность d – b 

отрицательна, а – d – а — положительна. Следователь-

но, мы не можем принять, как мы это сделали в тек-

сте, что

d – b = + (d – a),

а должны непременно принять, что

d – b = – (d – а).

Последнее равенство отнюдь не приводит к ложно-

му выводу; из него следует, что

d – b = –d + а

и дальше

2d = a + b,

т. е. мы приходим к тому же равенству, от которого мы 

исходили в рассуждениях софизма III (с. 117).

IV. Неравенство а – 1 < а, от которого мы исходи-

ли, конечно, неоспоримо. Но что неверно и что при-

вело нас к ложному выводу — это умножение обеих 

частей неравенства на отрицательное число (–а). 

Можно умножать обе части равенства на одно и то же 

отрицательное число, но нельзя умножать на такое же 

число неравенство, как показывает следующий при-

мер. Если мы умножим обе части неравенства 1 < 2 на 

(–2), то получим, что –2 < –4, неравенство, очевидно, 

неверное, так как (–2) не меньше, а больше (–4). В 

самом деле, если А должен 2 рубля, то он обладает 

бо}льшим капиталом, чем лицо В, имеющее долг в 4 ру-

бля (если читателю это трудно себе представить, то 
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пусть он предположит, что эти лица заработали по 

5 рублей и затем уплатили свой долг; тогда у А оста-

нется денег (3) больше, чем у В (1).

На самом же деле когда мы умножаем обе части не-

равенства 1 < 2 на число (–2), то мы должны одно-

временно знак < заменить знаком, ему противополож-

ным, т. е. знаком >. Таким образом, получим, что 

–2 > –4, но не –2 < –4. Точно так же когда неравен-

ство а – 1 < a умножается на (–а), то получим:

–а2 + а > –а2,

но не –a2 + а < –а2.

Но из неравенства –a2 + a > –a2 вытекает, что 

а > 0 — результат отнюдь не неожиданный, так как 

положительное число больше нуля.

V. В IV мы пришли к ложному выводу от того, что 

по умножении обеих частей неравенства на отри-

цательное число не переменили знак неравенства 

на обратный. Здесь мы имеем почти то же самое: де-

лим обе части неравенства на отрицательное число 

p – q (p < q, значит, р – q отрицательно). Деление 

неравенства на отрицательное число допустимо в том 

случае, когда одновременно с делением знак неравен-

ства заменён обратным ему знаком. Тогда получим не 

p + d < d, но р + q > q; неравенство, само собой оче-

видное.

VI. В этом софизме мы исходили из того положе-

ния, что произведение некоторого числа на 2 больше 

самого числа. Но это положение верно лишь для по-
ложительных чисел. Если А имеет капитал в 2 раза 

больший капитала В, то естественно, что капитал А 

больше капитала В; но если эти лица имеют только 

одни долги и долг A в 2 раза больше долга В, то ка-
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питал А меньше капитала В (см. с. 147). Но loga при 

а = 1/
2
 не положительное, а отрицательное число, по-

этому неравенство

2 loga > loga

при а = 1/
2
 — неверное; оно верно для всякого а, боль-

шего 1.

VII. Этот софизм основывается, как и софизм III, 

на том, что из двух значений квадратного корня вы-

бирается не то, какое следовало бы выбрать. Если вер-

но выбирать знаки квадратного корня, то придём к 

равенству: − =x i x2
 (но не к равенству: x i x= 2

), 

из которого следует, что i2 = –1. Вообще, оперируя с 

мнимыми числами, можно, как преднамеренно, так и 

вопреки желанию, прийти к ошибочным заключени-

ям. Например, из равенства i4 = 1, в справедливости 

которого никто не сомневается, можно путём извлече-

ния квадратного корня получить неверное равенство 

i2 = 1; на самом же деле из двух значений квадратного 

корня из единицы (±1) следует взять в данном случае 

не + 1, а – 1 = –1, так что в результате получим: 

i2 = –1.

VIII. Читателю нетрудно догадаться, что чертёж на 

рис. 60 начерчен умышленно неправильно, благодаря 

чему мы и пришли к ложному выводу. В самом деле, 

представим себе, что точка В соединена с точками С и 

D; тогда углы СВА и ABD, как углы, опирающиеся на 

диаметр, прямые. Кроме того, они имеют общую вер-

шину В и общую сторону ВА, поэтому две их другие 

стороны составляют одну прямую CBD. Следователь-

но, прямая, соединяющая точки С и D, непременно 

должна проходить через В, точку пересечения двух 

окружностей.
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IX. Этот софизм основан на неправильно начер-

ченных рис. 61 и 62. Прежде всего рассмотрим рис. 61: 

биссектриса какого-либо угла треугольника и перпен-

дикуляр, восстановленный из середины противопо-

ложной стороны его, пересекаются не внутри, как на 

рисунке, а вне треугольника. В этом легко убедить-

ся, если опишем около треугольника круг (рис. 72). 

В самом деле, биссектриса угла С, продолженная до 

пересечения с окружностью круга, должна в точке 

пересечения N делить дугу ANB пополам, так как рав-

ные вписанные углы (угол ACN = углу BCN) опира-

ются на равные дуги; значит, дуга AN равна дуге BN. 

С другой стороны, по известному предложению, пер-

пендикуляр, восставленный из середины хорды АВ, 

делит дугу ANB, стягиваемую этой хордой, также по-

полам, иными словами, этот перпендикуляр проходит 

через точку N. Таким образом, и биссектриса, и пер-

пендикуляр проходят через точку N. Но так как во-

обще две прямые линии пересекаются только в одной 

точке, то точка N и есть та единственная точка, в ко-

торой пересекаются биссектриса угла С и перпен-

дикуляр, восстановленный из середины стороны АВ. 

C

A

E
D

F
B

N

Рис. 72
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Таким образом, доказано, что биссектриса и перпен-

дикуляр на рис. 61 пересекаются не внутри, а вне 

треугольника.

Остаётся рассмотреть рис. 62 (с. 126), на котором 

биссектриса и перпендикуляр пересекаются вне тре-

угольника. Только что было доказано, что четырёх-

угольник ACBN вписан в окружность, проходящую 

через вершины треугольника АВС (рис. 72), поэтому 

каждая его пара противоположных углов в сумме рав-

на (двум прямым углам); следовательно, угол CAN + 

+ угол СВМ = 2d. Исключая тот случай, когда АВС 

действительно равнобедренный и когда, следователь-

но, каждый из углов CAN и CBN прямой (в этом случае 

CN — диаметр), мы должны прийти к выводу, что один 

из этих углов острый, а другой — тупой. Поэтому они 

не могут быть, как на рис. 62, одновременно внеш-

ними углами прямоугольных треугольников (ΔNAE и 

ΔNBF). Только один из этих углов, а именно тупой (на 

рис. 72 — CAN), является внешним углом прямоуголь-

ного треугольника (ΔNAE), другой же — острый (на 

рис. 72 CBN) — внутренним углом соответствующего 

прямоугольного треугольника (NBF). Следовательно, 

основание одного из перпендикуляров NF и NE (а имен-

но NF) должно находиться на соответствующей сторо-

не (ВС), а основание другого (NE) — на продолжении 

соответствующей ему стороны (АС).

Если применить для чертежа рис. 72 те же рассуж-

дения, какие были проведены для чертежей на рис. 61 

и 62, то и теперь, как прежде для неправильных чер-

тежей, получим

СЕ = CF
и АЕ = BF,

но разница будет заключаться в том, что сторона СА 

равна разности отрезков СА и АЕ, а другая сторона СВ 
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равна, напротив, сумме отрезков CF и FB. Но теперь 

мы имеем следующее равенство:

CF + BF = СЕ + АЕ,

из которого отнюдь не вытекает, что СВ = СА, а что

СВ = СА + 2АЕ.

Последнее равенство показывает, что обе стороны 

СВ и СА треугольника не равны между собой и что 

большая сторона, в данном случае СВ, больше мень-

шей стороны СА на удвоенный отрезок АЕ.

X. Ошибка здесь заключается в том, что при при-

кладывании друг к другу кусков I и IV рис. 63 (с. 127), 

как указано на рис. 64 (с. 128), получается линия АВС 

(рис. 73), но не прямая, а ломаная, имеющая изгиб у 

точки В.

В самом деле, если бы линия АВС была прямая, то 

должна была иметь место пропорция:

AD : BE = DC : ЕС

или

5 : 3 = 13 : 8,

которая, очевидно, не верна, так как произведение 

крайних её членов (40) не равно произведению сред-

них (39). То же можно сказать о кусках II и III. Сле-

довательно, на рис. 64 (с. 128) слева начерчено пред-

намеренно неправильно. Если правильно сложить 

куски I, II, III, IV, то получится фигура (см. рис. 73), 

внутри которой будет отверстие, имеющее форму 

весьма узкого параллелограмма. Площадь последне-
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го как раз равна площади одного из квадратиков на 

рис. 63. Площадь этого параллелограмма и есть пло-

щадь той 65-й клетки, которую мы на нашем непра-

вильном чертеже (рис. 64) незаметно для читателя 

присоединили к 64 клеткам на рис. 63, как бы скры-

ли, что куски I и IV отделяются от кусков III и IV 

пустым местом.

Так же обстоит дело и с рис. 64 справа. Длинная 

косая линия на нем при правильном чертеже образу-

ет в двух местах изгибы. Часть, обозначенная на 

рис. 64 числом III, при правильном построении име-

ла бы вид ABCD, как на рис. 74, и, следовательно, ли-

ния ADC не прямая, а ломаная. Если бы ADC была 

прямой (а не ломаной), то из рис. 74 можно было бы 
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получить неверную пропорцию: 3 : 2 = 8 : 5. Прямая, 

соединя ющая точки А и С, проходит вне четырёх-

угольника ADCB, и не последний, а треугольник АСВ 

равновелик куску III рис. 63. Поэтому когда в рис. 64 

слева мы треугольник АВС фактически заменили 

 четырёхугольником ABCD, то этим мы как бы отре-

зали от куска III рис. 64 треугольник ADC. При пе-

реходе от рис. 63 к рис. 64 эта утайка треугольника 

производится дважды: сумма площадей этих двух тре-

угольников как раз равна площади одной клетки 

рис. 63.

XI. Этот софизм вытекает из того, что мы прини-

маем 
z x

x z

−
− −1

 равным 1 при любых значениях х и z. Во-

обще, 
z x

x z

x z

x z

−
−

= −
−
−

= −1 во всех тех случаях, когда раз-

ность (x – z) отлична от 0. Но когда x – z = 0, то и 

z – х = 0, и наше выражение 
z x

x z

−
−

 в этом случае ока-

зывается неопределённостью вида 0 – 0. С этим слу-

чаем мы здесь как раз и имеем дело. Из пропорции 

z

x y

x

y x+
=

+
 получаем (у + z) = x (х + у), или yz + z2 = 

= x2 + ху, или x2 – z2 + ху – yz = 0, или (х + z) (x + 

+ z) + y(x – z) = 0, или (х – z) – (x + y + z) = 0. Это 

равенство требует, чтобы произведение двух сомножи-

телей (x – z) и (x + у + z) было бы равно 0. Но это 

возможно лишь тогда, когда один из сомножителей 

равен 0. Но x + y + z равно отрезку АС, поэтому не-

обходимо, чтобы x + z равнялось 0.

ХII. Этот софизм основывается на том, что на са-

мом деле только больший круг, а не меньший, катится 

по прямой. Если бы меньший круг катился по прямой, 
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то он совершил бы полный оборот значительно рань-

ше, чем он докатился бы до точки D1.

XIII. Так как А, С, В, D суть четыре гармонические 

точки, то 
BD

BC

AD

AC
= . Но AD > AC, поэтому и BD > ВС. 

Точка F есть середина отрезка MD; следовательно, точ-

ка F должна находиться вправо от В, т. е. точка F ле-

жит вне окружности. И только неправильный чертёж 

(рис. 67) мог привести нас к этому софизму.

XIV. Предположим ради удобства, что Ахиллес и че-

репаха двигаются по прямой линии. Причём пусть 

Ахиллес двигается со скоростью 100 м/мин, а черепаха 

со скоростью, составляющей 1/
10

 скорости Ахиллеса, 

т. е. со скоростью 10 м/мин. Пусть первоначальное рас-

стояние между Ахиллесом и черепахой равно 100 м. Ког-

да Ахиллес по истечении минуты достигнет первона-

чального положения S черепахи, последняя за этот 

промежуток времени пройдёт расстояние в 10 м, до точ-

ки S
1
, вследствие чего Ахиллесу понадобится еще 1/

10
 ми-

нуты, чтобы оказаться в точке S
1
. Но в течение этой 

1/
10

 минуты черепаха продвинется на 1 м до точки S
2
, 

поэтому Ахиллесу теперь понадобится 1/
100

 минуты, что-

бы достичь S
2
. За это же время черепаха пройдёт 1 дм до 

S
3
. Ахиллесу понадобится 1/

1000
 минуты, чтобы достичь 

S
3
 и т. д. Итак, согласно рассуждениям Зенона, соста-

вится промежуток времени, равный 1 минуте + 1/
10

 ми-

нуты + 1/
100

 минуты + 1/
1000

 минуты + 1/
10 000

 минуты + …, 

в пределах которого Ахиллес действительно не догонит 

черепахи. Но как велик этот промежуток времени? 

Приведённый только что ряд может быть представлен 

1 Кривая, описываемая точкой большой окружности при нашем 
движении, называется обыкновенной циклоидой. Кривая, описы-
ваемая точкой меньшей окружности, называется укороченной ци-
клоидой.
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так: 1 + 0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 + … минут, или 

1,1111… минут, или, по известному предложению о пе-

риодических десятичных дробях, 11/
9
 минуты. Итак, 

промежуток времени, на который простираются рас-

суждения Зенона, охватывает 11/
9
 минуты. В пределах 

этого промежутка времени Ахиллес действительно не 

догонит черепахи, хотя расстояние между ними будет 

становиться все меньше и меньше, и к концу этого про-

межутка оно станет столь малым, что окажется меньше 

любой сколь угодно малой длины. Последнее происходит 

оттого, что слагаемые ряда 1 + 0,1 + 0,01 + 0,001 + …, 

выражающего промежуток времени, по мере удаления от 

начала всё уменьшаются и уменьшаются. Но расстоя-

ние, меньшее сколь угодно малой длины, очевидно, 

равно нулю, т. е. по истечении 11/
9
 минуты Ахиллес до-

гонит черепаху и затем при дальнейшем их движении в 

ближайший же момент он её опередит.

XV. Рассуждения В неверны; напротив, рассужде-

ния А верны. При одном бросании трёх монет одина-

ково возможен один из следующих восьми случаев 

(О — обозначает орёл, p — решку):

1) ООО 3) ОрО 5) рОО 7) ррО
2) ООр 4) Орр 6) рОр 8) ррр.

Следовательно, из восьми равновозможных случаев 

лишь два (первый и последний) благоприятствуют вы-

падению монет с одной и той же стороной, поэтому 

вероятность этого события равна 
2

8

1

4
= .

Рассуждения лица В основывались на том, что бла-

гоприятных случаев для нашего события столько же, 

сколько и неблагоприятных. Но он упустил из виду 

следующее обстоятельство: если, например, на двух 

монетах при бросании оказалось О, на третьей же р, то 



эта возможность представляется не 1 раз, а 3, именно 

во 2-м, 3-м и 5-м случаях нашей таблички, так как р 

может оказаться либо на третьей монете, либо на вто-

рой, либо на первой. То же самое относится и к ком-

бинации, при которой на двух монетах выпадает р, на 

третьей — О (4-й, 6-й и 7-й случаи). В противополож-

ность этому, благоприятные случаи О О О и р р р воз-

можны лишь по 1 разу. Следовательно, опять-таки не-

благоприятных случаев оказывается в 3 раза более, чем 

благоприятных.

Гальтон попытался проверить полученный нами ре-

зультат на опыте. Для этой цели он воспользовался 

тремя игральными костями, предположив, что выпа-

дение чётного числа равносильно выпадению орла, а 

нечётного — решки. Он бросал эти кости 120 раз; при-

чём оказалось, что кости показывали одновременно 

чётные или одновременно нечётные числа в 28 случа-

ях. По теории таких случаев должно было быть 30.
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